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Vorbemerkung. Bei den "‘Skripten zur Methodenlehre"” handelt es sich um
Texte, die als Leitfdden fiir Seminare zur sozialwissenschaftlichen Methoden-
lehre dienen sollen. Das vorliegende Skript beschéftigt sich mit statistischen
Methoden zur Analyse von Léngsschnittdaten. Dabei orientieren wir uns an
Anwendungen dieser Methoden in der empirischen Sozialforschung, bei denen
es in erster Linie um eine Untersuchung von Lebensverldaufen geht und Daten
dementsprechend in Gestalt von Zustandsverldufen gegeben sind. Darauf
bezieht sich die im ersten Kapitel eingefiihrte Terminologie.

Der Text enthélt zahlreiche Ubungsaufgaben, die wihrend der Bearbeitung
des Stoffes gelost werden sollten. Die meisten Aufgaben kénnen mit Bleistift
und Papier gelost werden; fiir einige Aufgaben ist die Verwendung eines
Taschenrechners hilfreich.

Fir Anwendungen der Methoden in der empirischen Sozialforschung,
bei denen man es meist mit grofleren Datensétzen zu tun hat, muss man
allerdings Computer und geeignete Statistikprogramme verwenden. Der Text
enthélt deshalb einen Anhang, anhand dessen man das Programm R kennen-
lernen kann, mit dem die meisten Fragestellungen der Verlaufsdatenanalyse
bearbeitet werden kénnen. Mit den Aufgaben dieses Anhangs kann man
sich entweder parallel zur Behandlung des Haupttextes oder in einem sich
anschlieBenden Workshop beschéftigen.

Uber die hier behandelten statistischen Methoden gibt es eine sehr um-
fangreiche Literatur. Wer sein Wissen tiber die statistischen Aspekte der
Methoden vertiefen méchte, sei auf Lawless (1982) und Cox und Oakes (1984)
sowie Kalbfleisch und Prentice (2002) hingewiesen. Weiterfithrende Aspekte
behandeln Andersen et al. (1993) und Martinussen und Scheike (2006).
Fiir eine weiterfithrende Diskussion von Anwendungen in der empirischen
Sozialstrukturforschung sei auf Blossfeld und Rohwer (1995) verwiesen.
Therneau und Grambsch (2000) und Tableman und Kim (2004) geben weitere
Anregungen fiir die Umsetzung mit R.

mete.tex August 2008

Homepage: http://www.stat.ruhr-uni-bochum.de [lecture notes]
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1 Einfiihrung

In diesem Kapitel besprechen wir Grundziige des begrifflichen Rahmens, der
in den nachfolgenden Kapiteln vorausgesetzt wird.

1.1 Objekte und Lebensverlaufe

Wir beziehen uns zunéchst ganz allgemein auf Objekte. Jedes Objekt existiert
in der Form eines Lebensverlaufs: Es wird geboren, dann macht es einen
gewissen Entwicklungsproze durch, und schliellich stirbt es. Unser Ziel ist
es, uns mit einigen statistischen Begriffen und Modellen zu beschéftigen, die
vorgeschlagen worden sind, um Lebensverlaufe beschreiben und iiber ihre
Entwicklung nachdenken zu kénnen.

Wie wir sehen werden, sind diese Begriffe und Modelle sehr allgemein. Bei
ihrer Verwendung in der empirischen Sozialforschung ist darauf zu achten,
daf} wir es dann meistens mit spezifischen Objekten zu tun haben, ndmlich
sozialen Akteuren (sowohl individuelle als auch korporative Akteure), die
selbst Anteil daran nehmen, wie sich ihre Lebensverlaufe entwickeln. Wir
werden die Objekte, mit denen wir uns beschéftigen, in allgemeiner Weise als
Individuen bezeichnen.

1.2 Verhalten und Zustande

Man kann Individuen unter zwei komplementaren Betrachtungsweisen verge-
genstéindlichen: als Objekte, die sich verhalten kénnen, und als Objekte, die
sich in wechselnden Zustanden befinden konnen. Der in diesem Text behan-
delte Ansatz geht von der zweiten Betrachtungsweise aus: Lebensverlaufe
von Individuen werden als Folgen von Zustédnden konzipiert.

1.3 Der Zustandsraum

Ausgangspunkt ist also die Konzeption eines Zustandsraum. Wir setzen
voraus, daf} es stets nur eine endliche Menge moglicher Zustande gibt und
bezeichnen den Zustandsraum mit dem Symbol Y. Der Lebensverlauf eines
Individuums besteht dann in einer Folge von Zusténden aus dem vorgegebenen
Zustandsraum. Die Aufenthaltsdauer in den Zustdnden ist unbestimmt, und es
wird auch nicht vorausgesetzt, daf} alle Zustdnde durchlaufen werden miissen.
Aus diesem Ansatz folgt, dal der hier verwendete Begriff des Lebensverlaufs
wesentlich davon abhéngt, welcher Zustandsraum vorausgesetzt wird.

Man beachte, daf} ein Zustandsraum eindeutig sein mufl. Damit ist gemeint,
daf sich die zu betrachtenden Individuen zu jedem Zeitpunkt in genau einem
der moglichen Zustdnde befinden miissen.
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Wir sprechen von einem wollstindigen Zustandsraum, wenn der Zustands-
raum insbesondere die beiden Quasi-Zustande noch nicht geboren und gestor-
ben umfafit. Um Lebensverldufe vollstdndig zu erfassen, ist ein vollstédndiger
Zustandsraum erforderlich.

1.4 Biographieschema

Unter einem Biographieschema verstehen wir die Festlegung einer Menge
moglicher (ggf. unvollstdndiger) Lebensverldufe in einem Zustandsraum. Ein
Biographieschema kann graphisch durch ein Zustandsdiagramm veranschau-
licht werden. Es besteht dann aus einem gerichteten Graphen, in dem die
moglichen Zustinde durch Knoten, die méglichen Uberginge durch gerichtete
Kanten reprasentiert werden.

AUFGABE 1.1 Konzipieren Sie einen vollstdndigen Zustandsraum fir die
Erfassung von Erwerbsverldufen, der die folgenden Zusténde unterscheidet:
(1) erwerbstétig, (2) arbeitslos, (3) weder erwerbstéitig noch arbeitslos.

AUFCABE 1.2 Konzipieren Sie mit dem Zustandsraum aus Aufgabe 1.1 ein
Biographieschema.

1.5 Mehrdimensionale Zustandsraume

Die Konzeption eines Zustandsraum mufl durch den Modellkonstrukteur
vorgegeben werden. Dies héngt davon ab, welche Aspekte realer Lebensver-
laufe erfafit werden sollen, z.B. Erwerbsverldufe oder Ausbildungsverlaufe
oder Beziehungsverlaufe. Man kann mehrere solcher Aspekte durch einen
mehrdimensionalen Zustandsraum reprasentieren. Als symbolische Form
eines m-dimensionalen Zustandsraum hat man dann

}7:171><~--><Ym

Andererseits ist es moglich, stattdessen einen einfachen (eindimensionalen)
Zustandsraum zu verwenden, bei dem jede méogliche Kombination von Zustén-
denin Yi,...,Y,, als ein gesonderter Zustand im kombinierten Zustandsraum
Y reprisentiert wird.

AurcABE 1.3 Konzipieren Sie einen vollstdndigen Zustandsraum fir die
Zusténde: (1) unverheiratet, (2) verheiratet. Bilden Sie dann aus diesem und
dem in Aufgabe 1.1 konzipierten Zustandsraum einen zweidimensionalen
Zustandsraum.

AUFGABE 1.4 Konzipieren Sie fiir den zweidimensionalen Zustandsraum aus
Aufgabe 1.3 ein Biographieschema.
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1.6 Die Zeitachse

Die Grundvorstellung besteht darin, Lebensverlaufe als ein zeitlich geordnetes
,2Durchwandern“ von Zustandsrdumen aufzufassen. Es ist also erforderlich,
sich explizit auf eine Zeitachse zu beziehen. Hierfiir gibt es zwei Moglichkeiten.

e Wir kénnen uns eine Zeitachse als eine Folge von Zeitstellen vorstellen,
z.B. Stunden, Tage, Wochen oder Monate. Man spricht dann von einer
diskreten Zeitachse, und zur numerischen Représentation kénnen die
natiirlichen Zahlen verwendet werden.

e Wir kénnen uns eine Zeitachse als einen kontinuierlichen Zeitfluf3
vorstellen, d.h. von der Annahme ausgehen, dafl Zeitstellen beliebig
teilbar sind. Man spricht dann von einer kontinuierlichen oder stetigen
Zeitachse und verwendet zur numerischen Repréisentation die reellen

Zahlen.

Wir werden zunéchst von einer diskreten Zeitachse ausgehen. Dies hat
den Vorteil, dal von einer Folge von Zeitstellen gesprochen werden kann.
Statistische Modelle verwenden jedoch hiufig eine kontinuierliche Zeitachse,
so dafl wir uns spéter auch dieser Vorstellung bedienen werden.

1.7 Ereignisse als Zustandswechsel

Wir haben bisher Lebensverlaufe als Folgen von Zusténden betrachtet, wobei
die Aufenthaltsdauer in jedem der moglichen Zustdnde von unterschiedlicher
Dauer sein kann. Stattdessen kann man das Augenmerk auch auf die
Zustandswechsel richten, also auf die Ubergéinge von einem gegebenen
in einen neuen Zustand. Diese Zustandswechsel werden auch FEreignisse
genannt.1

AUFGABE 1.5 Geben Sie eine Liste aller Ereignisse an, die in dem Biogra-
phieschema, das in Aufgabe 1.2 konzipiert wurde, moglich sind.

1.8 Kalenderzeit und Prozefzeit

Wenn man sich auf reale Individuen und deren Lebensverlaufe beziehen will,
mufl man zunéchst immer von einer Kalenderzeitachse ausgehen. Man spricht
gelegentlich auch von einer historischen Zeitachse. Fiir die Modellbildung
verwendet man stattdessen meistens eine Prozefzeitachse. Es handelt sich um
eine Zeitachse, bei der der Nullpunkt durch das Eintreten eines Ereignisses
definiert wird. Zum Beispiel kénnte man eine Prozeflzeitachse konzipieren,
die mit der Geburt beginnt oder mit der Aufnahme eines Studiums oder dem
Beginn einer Eheschlieung.

1 Es sei angemerkt, da8 das Wort ‘Ereignis’ dadurch eine spezifische Bedeutung bekommt.
Wer sich fiir eine griindlichere Diskussion interessiert, sei auf Galton (1994) verwiesen.
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Box 1.1 Datensatz 1

Beginn des Ende
ID Geburt Studiums des Studiums
1 1970 1990 1995
2 1975 1994 1999
3 1973 1991 1996
4 1970 1989 1995
5 1975 1993 1999
6 1973 1993 1996
7 1970 1988 1995
8 1975 1995 1999
9 1973 1992 1997

AUFGABE 1.6 Betrachten Sie die Daten in Box 1.1. Konzipieren Sie dazu
einen Zustandsraum und ein Biographieschema. Stellen Sie die Daten auf
einer Prozefizeitachse dar, deren Zeiteinheiten Jahre sind und die mit dem
Beginn des Studiums beginnt.

1.9 Verlaufsdiagramme

Ein Verlaufsdiagramm ist ein Diagramm, bei dem die horizontale Achse die
Zeitachse und die vertikale Achse den Zustandsraum repréasentiert. Dabei
kann die Zeitachse entweder eine Kalenderzeitachse oder eine Prozefizeitachse
sein. Solche Diagramme sind oft niitzlich, um exemplarisch einzelne oder
auch mehrere Verldufe darzustellen.

AUFGABE 1.7 Stellen Sie die ersten drei Verlaufe aus dem Datensatz in
Box 1.1 zunéchst in einem Verlaufsdiagramm dar, bei dem die Zeitachse
eine Kalenderzeitachse ist, dann in einem Verlaufsdiagramm, bei dem die

Zeitachse die Prozefzeitachse ist, die mit dem Beginn des Studiums beginnt.

1.10 Kohorten

In der empirischen Sozialforschung wird oft der Begriff Kohorte verwendet, um
eine Menge von Individuen zu bezeichnen, die ein Ereignis eines bestimmten
Typs in der gleichen Kalenderzeitstelle erfahren haben. Zum Beispiel bilden

alle Individuen, die im Jahr 1970 geboren worden sind, eine Geburtskohorte.

Dabei muf} natiirlich angegeben werden, auf welche Grundgesamtheit von
Individuen man sich beziehen méchte. Und aulerdem mufl die Dauer der
Zeitstelle fixiert werden, die zur Definition von Kohorten dienen soll.

AUFGABE 1.8 Betrachten sie die Daten in Box 1.1. Wieviel Geburtskohorten
gibt es? Erstellen Sie eine Tabelle, in der die Individuen den Geburtskohorten
zugeordnet werden. Machen Sie dann das gleiche fiir die Kohorten von
Studienanfangern.

2 Statistische Beschreibungen

In diesem Kapitel beginnen wir mit einer Diskussion der Frage, wie Lebensver-
laufe beschrieben werden kénnen. Zwei komplementéire Betrachtungsweisen
kénnen eingenommen werden. Man kann versuchen, Lebensverldufe spe-
zifischer Individuen ins Auge zu fassen und in ihrer jeweils einmaligen
Entwicklung zu beschreiben. Andererseits kann man eine wvergleichende
Betrachtungsweise einnehmen. Dies setzt voraus, dafl man sich auf eine
Mehrzahl vergleichbarer Lebensverlaufe beziehen kann. Vergleichbarkeit ist
allerdings kein Merkmal, das Lebensverldufen ,,an und fiir sich® zukommt oder
nicht zukommt, sondern Gesichtspunkte fiir einen Vergleich kommen stets
durch den Sozialforscher zustande. Er ist es, der Lebensverldufe vergleichen
mochte und dafiir die ihm wichtig erscheinenden Gesichtspunkte definiert.

Fiir den hier zu behandelnden statistischen Ansatz kommen die Gesichts-
punkte fiir einen Vergleich von Lebensverlaufen durch die Definition eines
Biographieschemas zustande. Wir nehmen im folgenden an, dafl ein Bio-
graphieschema definiert worden ist und dafl man sich auf eine vorgegebene
Menge von Individuen beziehen kann, deren Lebensverldufe (meistens nur
ausschnitthaft) durch das vorgegebene Biographieschema verglichen werden
kénnen. Wir bezeichnen diese Menge von Individuen mit dem Symbol €.

Diese Voraussetzungen erlauben es, Lebensverlaufe mit statistischen Begrif-
fen zu beschreiben. Was damit gemeint ist, wird sogleich deutlicher werden,
wenn wir die beiden Grundbegriffe, statistische Variable und statistische
Verteilung, eingefithrt haben.

2.1 Statistische Variablen

Eine statistische Variable ist eine Abbildung (auch Funktion genannt), die
jedem Individuum aus einer vorgegebenen Menge einen bestimmten Wert in
einem Merkmalsraum zuordnet. Zur symbolischen Représentation verwenden
wir die Schreibweise

X:0—X

Hier ist X eine statistische Variable, die jedem Individuum w € € einen
Merkmalswert X (w) aus dem Merkmalsraum X zuordnet. Wir setzen voraus,
daf} es fiir den Merkmalsraum eine numerische Représentation gibt. In dieser
Einfithrung betrachten wir zwei Arten numerischer Reprisentationen. Wenn
X durch eine Teilmenge der natiirlichen Zahlen reprisentiert werden kann,
nennen wir X eine diskrete Variable. Wenn X durch einen zusammenhén-
genden Teilbereich der reellen Zahlen représentiert werden kann, nennen
wir X eine kontinuierliche Variable. Variablen kénnen auflerdem danach
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unterschieden werden, ob es sich um einen qualitativen, ordinalen oder quan-
titativen Merkmalsraum handelt. Eine diskrete numerische Repréasentation
kann fiir alle drei Arten von Variablen verwendet werden, eine kontinuierliche
numerische Reprasentation ist im allgemeinen nur bei quantitativen Variablen
sinnvoll.

2.2 Zustandsvariablen

Der Begriff der statistischen Variablen kann nun verwendet werden, um
Lebensverlaufe zu représentieren. Vorausgesetzt wird ein Biographieschema,
also insbesondere ein Zustandsraum Y und eine Zeitachse 7', die zunéchst
als eine diskrete Prozefizeitachse angenommen wird, also

T=1{01,23,...}

Weiterhin wird eine endliche Menge von Individuen, ), vorausgesetzt. Dann
konnen die Zusténde, in denen sich die Individuen befinden, durch statistische
Zustandsvariablen erfaBt werden. Fiir jede Zeitstelle t € T gibt es eine
Zustandsvariable

V;: Q—Y

Y:(w) ist der Zustand, in dem sich das Individuum w € € in der Zeitstelle ¢
befindet. Der Lebensverlauf jedes Individuums ist dann durch eine Folge von
Zustéanden:

(Yo(w), Y1(w), Ya(w), .- )

gegeben. Da wir angenommen haben, dafl Zustandsrdume stets nur eine
endliche Anzahl unterschiedlicher Zustinde enthalten, handelt es sich bei
Zustandsvariablen stets um diskrete Variablen.

2.3 Partielle Lebensverlaufe

Die Idee, Lebensverlédufe durch Folgen von Zustdnden zu représentieren, berei-
tet dann keine Schwierigkeiten, wenn es sich um vollstéandige Lebensverlaufe
handelt. Jeder Lebensverlauf miindet dann in einem Endzustand, in dem
Quasi-Zustand gestorben. In der empirischen Sozialforschung werden jedoch
meistens nur partielle Lebensverlaufe untersucht. Man mufl dann festlegen,
welchen Teil von Lebensverldufen man betrachten mochte. Dafiir gibt es zwei
Moglichkeiten. In beiden Féllen beginnt man mit einem Anfangsereignis,
dessen Eintritt den Beginn des partiellen Lebensverlaufs markiert; zum
Beispiel: Geburt eines Individuums, Beginn eines Studiums, Eintritt in das
Erwerbsleben. Dies erlaubt es, eine entsprechende Prozefizeitachse zu definie-
ren. Um die Entwicklung partieller Lebensverldufe auf dieser Prozefizeitachse
zu erfassen und zu vergleichen, gibt es dann zwei Moglichkeiten.
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a) Man kann einen festen Zeitraum fixieren; zum Beispiel die ersten 20
Jahre seit der Geburt, oder 6 Jahre seit dem Beginn eines Studiums.
Das heif3t, man fixiert auf der vorgegebenen Zeitachse eine maxima-
le Zeitstelle t* und erhélt dann fiir alle Individuen aus {2 partielle
Lebensverlaufe gleicher Lange, namlich

(Yo(w), Y1(w), Y2(w),..., Ve (w))

Hierbei muf} natiirlich ein geeigneter Zustandsraum vorausgesetzt wer-
den, der es erlaubt, alle Lebensverldufe fiir die vorgegebene Zeitspanne
zu definieren.

b) Eine andere Moglichkeit besteht darin, daf man die partiellen Lebens-
verldufe enden 1483t, wenn eines aus einer vorgegebenen Menge moglicher
Ereignisse eintritt. Statistiker sprechen dann manchmal von einem
»absorbierenden Endzustand®, der durch das Eintreten eines solchen
Ereignisses erreicht wird. Analog kann man von ,absorbierenden Ender-
eignissen sprechen, die einen partiellen Lebensverlauf beenden. Um
eine Menge absorbierender Endzusténde zu fixieren, verwenden wir das
Symbol Y*. Es muB gelten, daB Y* eine Teilmenge des Zustandsraums
ist, also Y* C Y. Jeder individuelle Lebensverlauf wird dann so lange
erfaBt, bis zum ersten Mal ein Zustand in Y* erreicht wird.

In der empirischen Sozialforschung wird hauptséchlich die zweite Herange-
hensweise verwendet. Sie hat zur Folge, dafl die individuellen (partiellen)
Lebensverldufe im allgemeinen eine unterschiedliche zeitliche Ausdehnung
bekommen. Einige Individuen erreichen einen absorbierenden Endzustand
schon nach kurzer Zeit, andere brauchen dafiir linger.

2.4 Statistische Verteilungen

Grundlegend fiir statistische Beschreibungen ist der Begriff der statistischen
Verteilung. Vorausgesetzt wird, daff man sich auf eine statistische Variable
beziehen kann, also auf ein Kollektiv 2 und eine Abbildung X, die jedem
Mitglied des Kollektivs einen Wert in einem Merkmalsraum, X, zuordnet.
Die Idee ist, dal man sich bei einer statistischen Beschreibung nicht fiir die
jeweils individuellen Merkmalswerte der Mitglieder des Kollektivs interessiert,
sondern nur dafiir, wie sich die Mitglieder auf die moglichen Merkmalswerte
verteilen. Diese Betrachtungsweise kommt gut in folgenden Worten der
“Declaration on Professional Ethics” zum Ausdruck, die vom International
Statistical Institute erstellt worden ist:

“Statistical data are unconcerned with individual identities. They are collected to
answer questions such as ‘how many?’ or ‘what proportions?’, not ‘who?’. The



8 STATISTISCHE BESCHREIBUNGEN 2

identities and records of cooperating (or non-cooperating) subjects should therefore
be kept confidential, whether or not confidentiality has been explicitly pledged.”!

Eine statistische Verteilung wird deshalb als eine Funktion
P:AX) —[0,1]

definiert. A(X) ist eine Menge von Teilmengen des Merkmalsraums X . Dabei
wird iiblicherweise vorausgesetzt, dafl es sich um eine Mengenalgebra handelt,
die beziiglich der mengentheoretischen Basisoperationen (Vereinigung, Durch-
schnitt und Komplement) abgeschlossen ist. Die Elemente von A(X) werden
wir Merkmalsmengen nennen. Die Funktion P kann dann folgendermaflen
spezifiziert werden: Sie soll fiir jede Merkmalsmenge # € A(X) den Anteil der
Mitglieder von €2 angeben, deren Merkmalswerte in dieser Merkmalsmenge
liegen. Also in einer expliziten Definition:

P(#):=|[{w e Q| X(w) € 2}| /| Q]

Es ist erkennbar, wie durch diese Definition eine Bezugnahme auf individuelle
Mitglieder von €2 verschwindet und es nur noch darauf ankommt, wieviele
Mitglieder an den jeweiligen Merkmalsmengen teilhaben.

Um uns flexibler auf Merkmalsmengen beziehen zu kénnen, werden wir
auch noch einige abkiirzende Schreibweisen verwenden; insbesondere die
folgenden:

Bei quantitativen Variablen wird auch noch die Schreibweise
P(X <z):=P({w e Q| X(w) <z})

verwendet und im allgemeinen als (kumulative) Verteilungsfunktion von X
bezeichnet. Die meistens verwendete Symbolik is

F(z):=P(X <)

AUFGABE 2.1 Es sei  ein Kollektiv mit 10 Mitgliedern und es gebe die
folgenden Merkmalswerte einer Variablen X:

3,2,3,1,4,3,1,3,4,2

(a) Geben sie den Merkmalsraum an. (b) Definieren Sie eine Algebra von
Merkmalsmengen durch die Potenzmenge des Merkmalsraums. (c) Berechnen

I International Statistical Institute 1986, S. 238.
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Box 2.1 Datensatz 2

ID t=1 2 3 4 5 6
1 0 0 1 1 0 O
2 1 0 0 0 1 1
3 11 0 0 0 O
4 00 0 1 1 1
5 01 1 1 0 O
6 11 0 0 1 1

Sie die statistische Verteilung der Variablen X und geben Sie das Resultat
fiir alle moglichen Merkmalsmengen in einer Tabelle an. (d) Nehmen Sie
an, daf} es sich um eine quantitative Variable handelt. Berechnen Sie dann
die Verteilungsfunktion der Variablen und geben Sie das Resultat in einer
Tabelle an.

AUFGABE 2.2 Zeigen Sie, dafl die Verteilungsfunktion P additiv ist, d.h. dafl
folgendes gilt: Wenn #; und Z4 zwei disjunkte Merkmalsmengen sind, dann
gilt

P(#1 Ufg) = P(&1) + P(2)

2.5 Zustandsverteilungen

Zu iiberlegen ist, wie statistische Beschreibungen von Lebensverlaufen ent-
wickelt werden konnen. Das kann man zunéchst auf ganz einfache Weise
dadurch machen, daffl man sich auf die Zustandsvariablen Y; bezieht, die in
Abschnitt 2.2 zur Représentation von Lebensverldufen eingefithrt worden sind.
D.h. man kann fiir jede Zeitstelle ¢t € T die statistische Verteilung der Zu-
standsvariablen Y; berechnen. Bezieht man sich nur auf eine einzige Zeitstelle,
spricht man von einer Querschnittsverteilung. Eine Querschnittsverteilung
ergibt natiirlich noch kein Bild der Entwicklung von Lebensverldufen. Eine
Moglichkeit, hier weiterzukommen, besteht darin, die Querschnittsverteilun-
gen fiir alle Zeitstellen der Zeitachse zu berechnen. Wir sprechen dann von
diachronen Zustandsverteilungen. Man kann das Ergebnis in einer Tabelle
oder in einem Schaubild darstellen.

AUFGABE 2.3 Betrachten Sie die Daten in Box 2.1. Es handelt sich um
Erwerbsverldufe bei 6 Individuen. Es gibt zwei Zustdnde: 1 = erwerbstétig, 0
= nicht erwerbstéatig. Berechnen sie die diachrone Zustandsverteilung und
stellen Sie diese Verteilung (a) in einer Tabelle und (b) in einem Schaubild
dar.



10 STATISTISCHE BESCHREIBUNGEN 2

Problematik. Diachrone Zustandsverteilungen liefern sinnvolle statistische
Beschreibungen, wenn es sich um nicht wiederholbare Zustande handelt. Zum
Beispiel: 0 = noch nie verheiratet gewesen, 1 = verheiratet oder mindestens
einmal verheiratet gewesen. Wenn es sich jedoch um wiederholbare Zustinde
handelt, wie z.B. bei Erwerbsverlaufen, konnen diachrone Zustandsverteilun-
gen irrefithrend werden, weil sie keine Riickschliisse auf die individuellen
Verlaufe gestatten.

AUFGABE 2.4 Konstruieren Sie ein Beispiel, um diese Problematik sichtbar
zu machen. Es soll zwei Zustinde geben: 1 = arbeitslos, 0 = nicht arbeitslos.
Konstruieren Sie dann zwei Varianten fiir 6 individuelle Verldufe, so dafl
der Anteil der arbeitslosen Personen in jeder Zeitstelle 1/3 betrigt. Bei der
ersten Variante sollen 2 Personen immer, 4 Personen nie arbeitslos sein. Bei
der zweiten Variante sollen alle Personen gleichméfig von Arbeitslosigkeit
betroffen sein.

3 Verweildauerverteilungen

In diesem Kapitel werden einige Begriffe diskutiert, die dazu dienen kon-
nen, die Verweildauern in den durch ein Biographieschema vorgegebenen
Zustadnden statistisch darzustellen. Soweit wir uns dabei auf Daten beziehen,
wird angenommen, daf3 vollstandige Beobachtungen verfiighar sind. Die
Problematik unvollstédndiger (zensierter) Beobachtungen wird im néchsten
Teil behandelt.

3.1 Episoden

Gegeben ein Biographieschema, stellen wir uns einen Lebensverlauf als
ein sequentielles Durchwandern des zugehorigen Zustandsraums vor. Ein
Individuum beginnt in einem gewissen Zustand und hélt sich eine mehr oder
weniger lange Zeit in diesem Zustand auf, dann wechselt es in einen neuen
Zustand und haélt sich in diesem neuen Zustand mehr oder weniger lange
auf, usw. Wir kénnen uns einen Lebensverlauf also auch als eine Folge von
Episoden vorstellen, d.h. Aufenthaltsdauern in einem gegebenen Zustand bis
ein Wechsel in einen neuen Zustand erfolgt. Eine einzelne Episode 148t sich
durch vier Angaben charakterisieren:

e durch einen Anfangszustand, mit dessen Auftreten die Episode beginnt;

e durch einen Endzustand, oder Folgezustand, mit dessen Auftreten die
Episode beendet wird;

e durch eine Anfangszeitstelle, die angibt, wann der Anfangszustand zum
erstenmal eingenommen wird; und

e durch eine Endzeitstelle, die angibt, wann der Endzustand zum ersten-
mal eingenommen wird.

Der Begriff der Episode (verwendet wird auch gelegentlich das englische
Wort Spell) erlaubt es, ein allgemeines Schema fiir die Representation von
Lebensverlaufsdaten zu definieren. Box 3.1 illustriert dies Schema anhand
von vier Verldaufen. Der Zustandsraum umfaflt vier Zustdnde; 1 ist der
Anfangszustand, 4 ist der (absorbierende) Endzustand. Jede Zeile in dem
Schema bezieht sich auf eine Episode, und fiir jedes Individuum gibt es also
so viele Zeilen, wie ihr Lebensverlauf Episoden aufweist. Die die Spalten
benennenden Abkiirzungen sind folgendermaflen zu verstehen:

e ID ist die Identifikationsnummer der Individuen,

e SN ist die laufende Nummer der Episode,



12 VERWEILDAUERVERTEILUNGEN 3

Box 3.1 Schema fiir Episodendaten (Datensatz 3)

ID SN ORG DES TS TF
1 1 1 2 0 10
1 2 2 3 10 15
1 3 3 4 15 20
2 1 1 4 0 15
3 1 1 3 0 16
3 2 3 4 19 18
4 1 1 2 0 6
4 2 2 3 6 11
4 3 3 2 11 17
4 4 2 4 17 23

ORG ist der Anfangszustand der Episode,
e DES ist der Endzustand der Episode,
o TS ist die Anfangszeitstelle der Episode,
o TF ist die Endzeitstelle der Episode.

Wir werden ein solches Schema ein Episodendatenschema nennen.

AUFGABE 3.1 Konstruieren Sie fiir den Datensatz 1 (Box 1.1) zunéchst ein
Biographieschema und stellen Sie die Daten dann in einem Episodendaten-
schema dar.

AUFGABE 3.2 Konstruieren Sie fiir den Datensatz 2 (Box 2.1) zunéchst ein
vollstdndiges Biographieschema und stellen Sie die Daten dann in einem
Episodendatenschema dar.

3.2 Statistischer Begriffsrahmen

Wir setzen jetzt die in Abschnitt 2 begonnene Diskussion fort, wie Le-
bensverlaufe statistisch beschrieben werden kénnen. Die Idee, die wir im
weiteren verfolgen, besteht darin, sich zunéchst auf einzelne Episoden zu
konzentrieren, genauer gesagt, auf die Gesamtheit der Episoden, die in einem
bestimmten, der Beschreibung vorausgesetzten Anfangszustand beginnen.
Wir setzen auflerdem voraus, dafl wir diese Episoden auf einer Prozefizeitachse
beschreiben wollen, die mit dem Eintritt des Anfangszustands beginnt. Die
Gesamtheit der Episoden, auf die wir uns beziehen wollen, kann dann durch
eine zweidimensionale statistische Variable

(T, D)
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reprasentiert werden. 1" erfafit die Zeitdauer der Episode, d.h. die Verweildauer
im Ausgangszustand, und D erfafit den Folgezustand, dessen Eintreten die
Epiosde abschlief3t.

Es ist klar, daf} sich die Darstellung vereinfacht, wenn eine Episode in
nur einem moglichen Folgezustand enden kann. Dann kann D nur einen
moglichen Wert annehmen und braucht nicht explizit erfait zu werden. Oder
anders gesagt, eine Episode wird dann vollstdndig durch ihre Dauer, den
Wert von T, charakterisiert.

3.3 Ein moglicher Folgezustand

Wenn es nur einen moglichen Folgezustand gibt, geniigt es, die Verweildauer-
variable T' zu betrachten. Eine statistische Beschreibung zielt dann darauf,
die statistische Verteilung dieser Verweildauervariablen zu ermitteln und
darzustellen. Die begrifflichen Hilfsmittel héngen davon ab, ob man sich die
Zeitachse als diskret oder stetig vorstellen will. In beiden Féllen kénnen wir
die Verteilung durch eine (kumulative) Verteilungsfunktion

F(t)=P(T <t)

charakterisieren. Ebenfalls unabhéngig von der Art der Zeitachse kann man
einen weiteren in der Verweildaueranalyse oft verwendeten Begriff definieren,
die Survivorfunktion. Sie ergibt sich unmittelbar aus der Verteilungsfunktion
durch die Definition

Gt)=1— F(t)

Eine Unterscheidung wird allerdings erforderlich, wenn wir uns auf eine
zeitstellenbezogene Ereignisdichte beziehen wollen. Im diskreten Fall kann
man dann eine diskrete Dichtefunktion

verwenden. Im stetigen Fall wird der Ausdruck P(T = t) problematisch, und
es ist zweckméfBig, zundchst von Zeitintervallen auszugehen, also Ausdriicken
der Art

P(t<T <t+A)

wobei A die Dauer des Zeitintervals angibt, das an der Stelle ¢ beginnt. Es
ist klar, dafl der Wert eines solchen Ausdrucks von A abhéngt, und man
definiert deshalb die Ereignisdichte pro Zeiteinheit durch

. PU<T<t+A)
f(t)_ilgo A
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Schlieflich ist die Unterscheidung auch noch fiir den Begriff der Ubergangsrate
relevant, der in vielen Ansétzen der Verweildaueranalyse eine zentrale Rolle
spielt. Die Idee ist, eine zeitstellenbezogene Ereignisdichte unter der Bedingung
zu betrachten, dafl das Ereignis noch nicht eingetreten ist. Im diskreten Fall
lautet die Definition

r(t) =P(T =t|T > 1)
Im stetigen Fall verwendet man die Definition

< >
0 = 1 P(t7T<tA+A|T7t)

AUFGABE 3.3 Zeigen Sie zunéchst fiir den diskreten, dann fiir den stetigen
Fall, dafl die Begriffe ‘Verteilungsfunktion’, ‘Survivorfunktion’, ‘Dichte-
funktion’ und ‘Ubergangsrate’ dquivalent sind, d.h. daf} sie wechselseitig
auseinander abgeleitet werden kénnen. Zeigen Sie insbesondere, daf folgende
Zusammenhénge gelten. Im diskreten Fall:

r(t) = f(t)/G(t 1)

und

t
at)=T[a—r(r)
T=1
Und im stetigen Fall:

r(t) = f()/G(#)

G(t) = exp {—/Otr(r) dT}

AUFGABE 3.4 Berechnen Sie mit dem Datensatz 1 (Box 1.1) die diskrete
Ubergangsrate fiir die Beendigung des Studiums.

und

AUFGABE 3.5 Betrachten Sie im Datensatz 2 (Box 2.1) zwei Gruppen von
Episoden: Episoden, die im Zustand 0 beginnen, und Episoden, die im

Zustand 1 beginnen. Verwenden Sie nur die nicht-zensierten Episoden, d.h.

diejenigen Episoden, fiir die aus dem Datenbestand erkennbar ist, daf sie
durch den Ubergang in einen neuen Zustand beendet werden. Berechnen Sie
dann die Ubergangsraten fiir den Ubergang in den Zustand 1 und fiir den
Ubergang in den Zustand 0.
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3.4 Mehrere mogliche Folgezusténde

Wenn eine Episode in zwei oder mehr méglichen Folgezustéinden enden
kann, geniigt es nicht, nur die Verweildauervariable T' zu betrachten, sondern
man muf sich direkt auf die zweidimensionale Variable (T, D) beziehen. Die
Aufgabe besteht dann darin, eine zweidimensionale Verteilung zu ermitteln
und darzustellen. Um einen Zugang zu dieser Aufgabe zu finden, ist es
zweckmiBig, mit der Idee einer zielzustandsspezifischen Ubergangsrate zu
beginnen. Im diskreten Fall lautet die Definition

ra(t) =P(T =t,D = d|T > t)

wobei d einen der méglichen Folgezustdnde bezeichnet. Im stetigen Fall lautet
die Definition

. Pt<T<t+A,D=d|T>t
rd(t):ilgo : A | )

Die Menge der moglichen Folgezustinde werden wir im folgenden stets mit
dem Symbol D bezeichnen und dabei als Konvention annehmen, daf

D={1,...,m}

ist, wenn es m mogliche Folgezusténde gibt.

AUFGABE 3.6 Betrachten Sie in Box 3.1 alle Episoden, die im Zustand 1
beginnen. Bestimmen Sie die Menge D der moglichen Folgezustinde und
berechnen Sie fiir jeden Zustand d € D die Ubergangsrate r4(t).

AUFGABE 3.7 Wenn Episoden in mehreren moglichen Folgezustédnden enden
kénnen, kann man auch von den Unterscheidungen abstrahieren und statt-
dessen nur einen moglichen Folgezustand betrachten, ndmlich das Verlassen
des Anfangszustands. Man kann dann die Episoden so betrachten, als ob es
nur einen moglichen Folgezustand gibt und die in Abschnitt 3.3 eingefithrten
Begriffsbildungen verwenden. Zeigen Sie, daf} folgender Zusammenhang gilt:

r(t) = ralt)

deD

wobei D die Menge der méglichen Folgezusténde bezeichnet. Verifizieren Sie
diesen Zusammenhang an den Rechenergebnissen der Aufgabe 3.6.

AUFCABE 3.8 Bei Episoden mit mehreren moglichen Folgezusténden kann
man folgendermaflen sog. Sub-Survivorfunktionen definieren:

Ga(t) = exp {/Otrd(T) dT}
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(a) Uberlegen Sie sich, ob bzw. wie man diese Sub-Survivorfunktionen
inhaltlich interpretieren kann. (b) Zeigen Sie, daf folgender Zusammenhang
zum Begriff der Survivorfunktion gilt:

G(t) = H Ga(t)

deD

4 Zensierte Beobachtungen

Bisher haben wir angenommen, dafl fiir die Verweildauervariable T, bzw.
(T, D) bei mehreren moglichen Folgezusténden, vollstandige Beobachtungen
verfligbar sind, dafl also die Episoden fiir alle Individuen abgeschlossen sind
und wir die Verweildauern und Folgezustdnde kennen. Das ist bei den in der
Praxis ermittelbaren Daten oft nicht der Fall. In diesem Kapitel behandeln
wir einen wichtigen Spezialfall unvollstdndiger Daten, sog. rechts zensierte
Beobachtungen.

4.1 Rechts zensierte Beobachtungen

Man sagt, dafl die Beobachtung einer Episode bei einem Individuum rechts
zensiert ist, wenn man zwar weif}, wie lange sich das Individuum schon im
Anfangszustand aufhélt, aber nicht weif, wie lange es noch in diesem Zustand
bleiben wird und welcher der méglichen Folgezustinde dann eintreten wird.
Die Situation ist dann folgende: Wir unterstellen eine statistische Variable
(T, D) mit einer Menge moglicher Folgezustéinde D. Unsere Beobachtungen
fir i = 1,...,n Individuen liefern uns jedoch nicht unmittelbar Werte von
(T, D), sondern Werte einer Variablen (77, D*). D* kann Werte in einer
Menge

D*=Du{0}

annehmen, wobei 0 der Anfangszustand der Episode ist und infolgedessen

kein Element von D sein kann.! Die Beobachtungen sind in Form von Werten
(t7,d}) fir i=1,...,n

gegeben, und der Zusammenhang mit den unterstellten Werten (¢;, d;), also

den Werten der als theoretischer Rahmen angenommenen Variablen (T, D),

wird folgendermaflen hergestellt:

a) Wenn df € D, liegt eine nicht zensierte Beobachtung vor, und es gilt:
ti Zt;{ und dl Zd:(

b) Wenn df = 0, liegt eine zensierte Beobachtung vor; tiber den Folgezustand
ist also nichts bekannt, es gilt jedoch ¢; > t7.

Diese Form der Reprasentation zensierter Beobachtungen erlaubt es, sie
auf einfache Weise in einem Episodendatenschema (vgl. Abschnitt 3.1)
kenntlich zu machen. Sie werden dadurch kenntlich gemacht, dal man
fiir den Endzustand der Episode ihren Anfangszustand einsetzt, und fiir

1 Entsprechend unserer Konvention, fiir D positive natiirliche Zahlen zu verwenden, ist
also D* ={0,1,...,m}, wenn es m mogliche Folgezustinde gibt.
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die Endzeitstelle diejenige Zeitstelle, bis zu der man weifl, dafl sich das
Individuum im Anfangszustand der Episode aufgehalten hat.

AUFGABE 4.1 Stellen Sie die Daten des Datensatzes 2 (Box 2.1) in einem
Episodendatenschema dar, wobei rechts zensierte Episoden durch die eben
genannte Konvention kenntlich gemacht werden.

4.2 Berechnung von Survivorfunktionen

Wir behandeln zunéchst eine Situation, in der es nur einen moglichen Folge-
zustand gibt. Wir kénnen also D* = {0, 1} annehmen, wobei 0 zensierte,
1 unzensierte Beobachtungen kennzeichnet. Wie lassen sich dann Survi-
vorfunktionen berechnen, wenn einige Beobachtungen rechts zensiert sind?
Eine genaue Berechnung ist offenbar nicht moglich, denn bei den zensierten
Beobachtungen kennt man nur ¢, nicht jedoch ¢;. Wir kénnen jedoch untere
und obere Grenzen fiir die unbekannte Survivorfunktion G(t) berechnen.

a) Eine untere Grenze, wir bezeichnen sie mit G" (), erhdlt man, wenn man
fiir die zensierten Beobachtungen annimmt, dafl der Anfangszustand
unmittelbar nach dem Zensierungszeitpunkt verlassen wird, also ¢; = ¢}
oder, bei einer diskreten Zeitachse, t; =t + 1.

b) Eine obere Grenze, durch G™(t) bezeichnet, erhilt man, wenn man fir die
zensierten Beobachtungen annimmt, dafl der Anfangszustand erst nach
einer ,beliebig langen“ Verweildauer verlassen wird. Es geniigt jedoch,
die Verweildauern der zensierten Episoden so anzusetzen, dafl sie langer
sind als die ldngste unzensierte Verweildauer.

Die unbekannte Survivorfunktion G(t) liegt sicherlich zwischen diesen Grenzen,
d.h.

G (t) < G(t) < G™(t)

Die Breite der Intervalle (abhéingig von t) hingt natiirlich von dem Anteil
zensierter Beobachtungen ab und davon, wie sie sich auf der Zeitachse
verteilen. Je nachdem liefern die Daten mehr oder weniger viel Information
tiber die Survivorfunktion G(¢).

AUFGABE 4.2 Berechnen Sie fiir die Daten in Box 4.1 untere und obere
Grenzen der Survivorfunktion. Stellen Sie dann das Ergebnis in einem
Schaubild dar.

4.3 Das Kaplan-Meier-Verfahren

Wenn man etwas nicht genau kennt, wie in diesem Fall die Survivorfunktion
G(t), neigen Statistiker dazu, sich Verfahren auszudenken, wie man das,
was man nicht kennt, trotzdem moglichst sinnvoll schatzen kann. Ein fir
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Box 4.1 Datensatz 4

ID DUR  CEN
1 17 1
2 5 0
3 22 1
4 13 1
5 2 0
6 9 1
7 12 0
8 15 1

diesen Zweck ausgedachtes Verfahren stammt von E. L. Kaplan und P. Meier
(1958). Um das Verfahren darzustellen, wird zunéchst eine diskrete Zeitachse
angenommen. Dann gibt es, wie in Abschnitt 3.3 gezeigt worden ist, folgenden
Zusammenhang zwischen der Survivorfunktion und der Ubergangsrate:

G(t)=JJ @ —r)

Die Idee ist nun, zunichst die Ubergangsraten r(t) zu schitzen und dann
daraus die Survivorfunktion G(t) zu berechnen. Wenn es keine zensierten
Beobachtungen gibt, ist unmittelbar einsichtig, wie man die Ubergangsraten
berechnen kann, ndmlich durch

E(t)
r(t) = RO
Dabei ist E(t) die Anzahl der Individuen, die in der Zeitstelle ¢ den Aus-
gangszustand der Episode verlassen; und R(¢) ist die Anzahl der Individuen,
bei denen es in der Zeitstelle ¢ noch moglich ist, dafl sie den Ausgangszustand
verlassen, also die Anzahl derjenigen Individuen, die den Ausgangszustand
nicht schon vorher verlassen haben.

Wenn es zensierte Beobachtungen gibt, kennen wir zwar weder E(t) noch
R(t), jedoch zwei vergleichbare Groflen. Namlich E*(t), die Anzahl der
Individuen, deren Verlassen des Ausgangszustands in der Zeitstelle ¢ wir
beobachten kénnen; und R*(t), die Anzahl der Individuen, bei denen ein
Verlassen des Ausgangszustands in ¢ noch beobachtet werden konnte, weil sie
nicht schon vorher den Ausgangszustand verlassen und/oder rechts zensiert
sind. Mithilfe dieser beobachteten Gréflen kann dann eine beobachtete
Ubergangsrate
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und daraus schlieflich durch Anwendung der Formel (die jetzt eine Definition
ist)

G (t)=JIa—rm)

eine Survivorfunktion G*(¢) berechnet werden. Offenbar is G*(¢) eine sinnvolle
Schétzung fiir G(t), wenn man voraussetzen kann, daf§ (¢) sinnvoll durch
r*(t) geschétzt werden kann.

Das gleiche Verfahren kann natiirlich angewendet werden, wenn man an-
nimmt, da die beobachteten (zensierten und nicht zensierten) Verweildauern
als exakte Zeitangaben auf einer kontinuierlichen Zeitachse interpretiert
werden kénnen. Man erhéalt dann eine Treppenfunktion, die genau in denjeni-
gen Zeitpunkten Sprungstellen aufweist, in denen mindestens ein Ereignis
stattfindet.

AUFGABE 4.3 Berechnen Sie fiir die Daten in Box 4.1 die Survivorfunktion
G*(t) mit dem Kaplan-Meier-Verfahren. Stellen Sie dann das Ergebnis in
einem Schaubild dar, das auflerdem die unteren und oberen Schranken,
G* (t) und G™(t), zeigt. Beachten Sie, dafl r*(¢) nur fiir diejenigen Zeitstellen
berechnet zu werden braucht, in denen mindestens ein Ereignis stattfindet,
also E*(t) # 0 ist.

4.4 Mehrere Folgezustande

Das Kaplan-Meier-Verfahren 148t sich auch dann verwenden, wenn die
Episoden in zwei oder mehr moglichen Folgezustéinden enden kénnen. Es
werden dann Sub-Survivorfunktionen geschétzt, also

Gyt) =[] @ —ri()

wobei d € D. Die zielzustandsspezifischen Ubergangsraten konnen durch

_Ei)
0

ra(t)

geschétzt werden, wobei jetzt Ej(t) die Anzahl der Individuen ist, bei denen
in der Zeitstelle ¢ ein Ubergang in den Folgezustand d festgestellt werden
kann. Man beachte, dal in diesem Fall der multiplikative Zusammenhang

G*(t) =~ H G(t)
deD

nur naherungsweise gilt.
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4.5 Selbst-Konsistenz

Das Kaplan-Meier-Verfahren kann auch mit der Idee einer Selbst-Konsistenz
begriindet werden, die wir kurz diskutieren wollen. Die Idee ist nicht auf
rechts zensierte Daten beschrankt, sondern allgemeiner, und wir besprechen
sie deshalb zunéchst fiir eine beliebige diskrete Variable

X:0—X

Wenn uns fiir alle Mitglieder von €2 genaue Beobachtungen vorliegen, kann
natiirlich ohne weiteres die Verteilungsfunktion

P(X =x) fiir alle 2 € X

berechnet werden (vgl. Abschnitt 2.4). Jetzt nehmen wir jedoch an, daf§ wir
die genauen Werte nicht kennen, sondern fiir jedes w € Q nur eine Teilmenge
von X, in der der Variablenwert X (w) liegt. Um den Gedankengang einfacher
darstellen zu konnen, stellen wir uns vor, daf} es fiir die Mitglieder von €2
Nummern, ¢ = 1,...,n, gibt. Die beobachteten Werte der Variablen seien
durch Merkmalsmengen

7 CX

gegeben. Dann kénnen wir zwar die Verteilungsfunktion P nicht genau
berechnen; wir kénnen jedoch zunéchst untere und obere Grenzen ermitteln.
In einem ersten Schritt definieren wir:

min(# 56) . 1 wenn z; CZ

P 71 0 andernfalls
max (i, &) i— 0 wemn Z; Nz =10

P “77 71 1 andernfalls

wobei Z eine beliebige Teilmenge von X sein kann. Dann ergeben sich untere

und obere Grenzen fiir P durch die Definitionen:

1 n
P (z) = —Z pmin(Z;, T)
n
i=1
4 1« ~ o~
P (z) = —Z pmax(Z;, &)
n
i=1

Wie man sich leicht iiberlegen kann, gilt

P"(z) < P(3) < P(@)
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Die Frage ist nun, wie man sinnvoll eine ,mittlere” Verteilungsfunktion
definieren kann, die zwischen den beiden Grenzen liegt; denn die Verteilung
P kennt man nicht, und man kann sie (ohne weitere Annahmen) auch nicht
aus den Daten schiitzen. Eine Uberlegung wire die folgende. Man nimmt an,
dafl das Individuum 4 an der Merkmalsmenge Z in dem Mafle partizipiert,
wie sich Z; und Z tiberschneiden. Diese Idee fiihrt zu folgender Definition
einer Verteilungsfunktion:

Wir nennen sie mittlere Verteilungsfunktion. Dies ist jedoch ein Spezialfall
einer allgemeineren Idee. Wenn wir uns nadmlich auf eine beliebige Vertei-
lungsfunktion P bezichen, erscheint es sinnvoll zu sagen, daB das Individuum
1 an Z entsprechend der Gréfie von

P(#; N )
P(z)
partizipiert. Die mittlere Verteilungsfunktion resultiert dann als ein Spezialfall,
wenn man namlich fiir P eine Gleichverteilung annimmt.
Ein zweiter Ansatz ergibt sich durch die Idee der Selbst-Konsistenz. Die Idee
ist, nach einer Verteilung P zu suchen, so daf} die folgende Funktionalgleichung
erfiillt ist:

< 1 & P@E;ng)
P(z):=— — 4.5.1
@=2 X 5 (45.)
Eine Losung kann meistens mit einem iterativen Verfahren gefunden werden:
Man beginnt mit einer beliebigen, z.B. der mittleren Verteilungsfunktion;
dann wendet man die Formel an, um daraus eine neue Verteilungsfunktion zu
berechnen; dann wiederholt man die Berechnung mit der neuen Verteilungs-
funktion, usw., bis sich keine wesentlichen Anderungen mehr ergeben. Wenn
man eine Losung gefunden hat, wird sie als selbst-konstistente Verteilung
bezeichnet.

AUFGABE 4.4 Berechnen Sie mit den Daten
T = {1}, To = {2}, T3 = {3}7 Ty = {1,2}7 Ty = {2,3}
die Verteilungen P™, P™, P und P.

AUFGABE 4.5 Man kann zeigen, daf§ das Kaplan-Meier-Verfahren eine selbst-
konsistente Verteilung erzeugt. Uberlegen Sie sich, wie mit dem beschriebenen
Verfahren eine selbst-konsistente Verteilungs- oder Survivorfunktion fiir den
Datensatz 4.1 berechnet werden kann.

5 Regressionsmodelle fiir Zustinde

In den weiteren Kapiteln beschéaftigen wir uns mit statistischen Modellen fiir
die Analyse von Abhéngigkeiten zwischen Variablen. Um den Ausgangspunkt
zu fixieren, erinnern wir uns an die beiden Formen, die wir zur Reprasentati-
on von Verlaufsdaten eingefithrt haben. Einerseits haben wir Folgen von
Zustandsvariablen betrachtet: Y;, wobei der Index ¢ sich auf einer diskreten
Zeitachse bewegen kann. Andererseits haben wir uns auf einzelne Episoden
bezogen und diese durch eine zweidimensionale Variable (T, D) représentiert.
Beide Varianten konnen als Ausgangspunkt fiir Modellkonstruktionen dienen.
In diesem Kapitel gehen wir von der ersten Variante aus.

5.1 Der Modellansatz

Wir beziehen uns auf eine Prozefizeitachse t = 0,1, 2, ... und nehmen an, daf}
eine Folge von Zustandsvariablen

Y,: Q0 —Y

gegeben ist. Y ist der Zustandsraum, der zwei oder mehr unterschiedliche
Zustéande enthalten kann. Wenn sich der Prozefl bis zu einem Zeitpunkt ¢
entwickelt hat, wird er statistisch durch die Verteilung

P(}/t - yt;}/;ffl =Yt—1y--- 7Y0 = yo)

erfaBt. Dabei sind yq, . . ., y; mogliche Zustinde im Zustandsraum Y.

Ein Modell soll es erlauben, iiber Abhéngigkeiten zwischen den Zustands-
variablen nachzudenken zu kénnen. Um unseren Modellansatz einfach zu
schreiben, verwenden wir folgende Abkiirzung:

}7t:: (Ytayt—lw"a)/())

und nennen dies eine Prozefvariable. Auf mogliche Werte wird durch entspre-
chende Kleinbuchstaben, also

Ur = (Yes Yt—15-- -+ %0)

verwiesen; es handelt sich um mogliche Zustandsfolgen. Der Ausgangspunkt
fiir die Modellbildung kann dann durch

P(Y; = i)

fixiert werden. Um Abhéngigkeiten zwischen den Zustandsvariablen zu
erfassen, werden bedingte Verteilungen verwendet. Dabei nehmen wir an,
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daf} die Ausgangsverteilung, also die Verteilung von Yy, vorgegeben ist und
sich der Prozel dann sequentiell entwickelt; in symbolischer Notation:

Yo
Y1 Yo
}/2 | YO7Y1

}/t|YO7Y17"'7Yt—1

Durch sukzessive Anwendung der Regel zur Bildung von bedingten Verteilun-
gen erhélt man dann:

t
P(Y, =) =[] POVr =y~ | Vo1 = 4-—1) P(Yo = w0) (5.1.1)
T=1

5.2 Spekulation und Empirie

Der allgemeine Modellansatz (5.1.1) kann in zwei unterschiedlichen Weisen
als Ausgangspunkt fiir weitere Uberlegungen dienen. Er kann einerseits
als Ausgangspunkt fiir spekulative Uberlegungen zur Prozefentwicklung,
andererseits als ein formaler Rahmen fiir die Reprisentation von Daten Uber
die Prozeflentwicklung verwendet werden. Um mit dem Modellansatz etwas
vertrauter zu werden, beginnen wir mit spekulativen Uberlegungen.

Da wir annehmen, daf§ die Verteilung von Y vorgegeben ist, konzentriert
sich die Spekulation auf Annahmen tiber

P(YT = Yr |YT—1 = gr—l)

Eine einfache Annahme kénnte zum Beispiel darin bestehen, dafl es nur ein
einstufiges Gedéachtnis gibt:

P(YT =Yr |YT—1 = g‘r—l) = P(YT = Yr | Y. 1= yT—l)

Hier wird also angenommen, dafl der Zustand, der in einer Zeitstelle einge-
nommen wird, nur davon abhéngt, welcher Zustand in der vorangegangenen
Zeitstelle angenommen worden ist. Etwas komplizierter wére ein zweistufiges
Gedéchtnis, das man durch die Annahme
P(YT =Yr |YT—1 = g-r—l) =
P(YT =Yr |YT—1 = yT—hYT—Q = y'r—2)

ausdriicken kann.
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AUFGABE 5.1 Betrachten Sie einen Prozef mit einem einstufigen Gedéchtnis.
Der Zustandsraum sei Y = {0,1}, zum ProzeBbeginn befinden sich alle

Individuen im Zustand 0, und die Ubergangswahrscheinlichkeiten werden
durch

PY,=1|Y,-1=0) = 1/2
PY,=1|Y,.1=1) =1/3
angenommen. Konstruieren Sie mithilfe eines Wiirfels 10 Realisationen dieses

Prozesses, fir t = 0,...,8, und stellen Sie in einer Tabelle dar, wie sich die
Zustandsverteilung im Zeitablauf entwickelt.

AUFGABE 5.2 Nehmen Sie an, dafl es 5 unterschiedliche Zustdnde gibt.
Wieviele Ubergangswahrscheinlichkeiten sind erforderlich, um einen Prozef
mit einem zweistufigen Gedéachtnis vollstandig darzustellen?

5.3 Modelle fiir zwei Zustande

Wir betrachten Prozesse, bei denen es nur zwei unterschiedliche Zusténde
gibt, also Y = {0,1}. AuBlerdem nehmen wir an, daf} es nur ein einstufiges
Gedéachtnis gibt. Wenn man keine weiteren Einschrénkungen vornimmt,
miissen fiir jede Zeitstelle zwei Parameter ermittelt werden:

P(Y;=1]Y,_1=0) = 010,

PY,=1|Yic1=1) = 0114
Die Grofen 619+ und 611+ nennen wir Parameter des Prozesses. Im allgemei-
nen muf} angenommen werden, daf} sich diese ProzeBparameter wahrend der
Entwicklung des Prozesses verdndern konnen. Eine radikal vereinfachende,
aber auch problematische Annahme ist, daf} die Prozef3parameter zeitkonstant

sind; man spricht dann von einem stationdren Prozef. Der Modellansatz ist
dann

P(Y;=1|Y,—1 =0) = by
PY:=1|Y;o1=1) = 01,

AUFGABE 5.3 Verwenden Sie die Daten aus Box 2.1. Berechnen Sie zunéchst
die zeitstellenspezifischen Prozeparameter

050  fir 4,j€{0,1}, t=2,...,6

Nehmen Sie dann an, dafl die Daten aus einem stationdren Prozefl stammen
und berechnen Sie die zeitkonstanten Prozeiparameter

92']' flr 1,] € {0, 1}
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5.4 Modelle mit Kovariablen

Bisher haben wir nur eine Prozefvariable, Y;, betrachtet, und die Modellbil-
dung bezog sich darauf, herauszufinden, wie der jeweils gegenwértige Zustand
von vorangegangenen Zustanden abhingt. Bei praktischen Anwendungen
ist man oft daran interessiert, noch weitere Variablen, sog. Kovariablen, zu
berticksichtigen. Zwei Arten von Kovariablen kénnen dabei unterschieden
werden:

o Zeitunabhdingige Kovariablen, deren Werte zu Beginn des Prozesses
feststehen und sich wahrend des Prozesses nicht dndern kénnen; und

o Zeitabhdngige Kovariablen, deren Werte sich wéahrend des Prozesses
verdndern konnen.

Offenbar kénnen zeitunabhéngige Kovariablen als ein Spezialfall zeitabhéngi-
ger Kovariablen betrachtet werden. Wir betrachten deshalb im folgenden
nur zeitabhéngige Kovariablen. Einen sinnvollen Begriffsrahmen liefert dann
die Vorstellung paralleler Prozesse. Den primér interessierenden Prozef3
reprasentieren wir wie bisher durch die Zustandsvariablen Y;, den paralle-
len Kovariablenprozefl durch eine Folge von Kovariablen X;; in expliziter
Schreibweise:

(X,Y}):Q— X xY

Wie bisher nehmen wir an, dafl Y; eine diskrete eindimensionale Zustandsva-
riable ist. Bei X; kann es sich um eine mehrdimensionale Variable handeln,
z.B. um eine m-dimensionale Variable

Xt = (Xt17 R 7Xtm)

Zur Vereinfachung werden wir jedoch annehmen, dafl auch X; eine diskrete
Variable ist.

Die Idee ist nun, dafl der Zustand in einer Zeitstelle ¢ nicht nur von
Zustdnden abhéngen kann, die in vorangehenden Zeitstellen eingenommen
worden sind, sondern auch von den bisher realisierten Werten der Kovariablen.
Fiir die Modellbildung nehmen wir an, daf§ die Werte der Kovariablen ihrerseits
nicht von den bisher realisierten Werten der Prozeflvariablen Y; abhéngig
sind.! Der allgemeine Modellansatz (5.1.1) kann dann folgendermafen
erweitert werden:

P(Y:=4) = (5.4.1)

I Die Kovariablen werden dann ezogen genannt. Wenn diese Annahme nicht erfiillt ist,
spricht man gelegentlich von interdependenten Prozessen. Damit werden wir uns in
dieser Einfithrung jedoch nicht ndher beschéaftigen.
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Box 5.1 Datensatz 5

ID t= 0 1 2 3 4 5 6
1Y 0 0 0 1 1 0O
X1 0O 0 0 0 0 0 O

X2 20 21 22 23 24 25 26

2 Y 110 0 0 1 1
X1 0O 0 0 0 0 0 O

X2 22 23 24 25 26 27 28

3 Y 111 0 0 0 O
X1 0O 0 0 0 0 0 O

X2 21 22 23 24 25 26 27

4 Y 0O 0 0 0 1 1 1
X1 111 1 1 1 1

X2 20 21 22 23 24 25 26

5 Y 0O o011 1 00
X1 111 1 1 1 1

X2 22 23 24 25 26 27 28

6 Y 111 0 0 1 1
X1 111 1 1 1 1

X2 21 22 23 24 25 26 27

t
H P(YT =Yr |YT—1 = gT—17X‘I’—1 = j‘r—l)
T=1
P(Yo = yo, Xo = 7o)

Wiederum kann dieser Modellansatz auf vielfaltige Weisen vereinfacht werden.
Denkt man an die Idee eines Prozesses mit einem einstufigen Gedéchtnis,
kann man das zum Beispiel auch fiir die Kovariablen annehmen und erhélt
dann den Modellansatz

P(YT =Yr |YT—1 = yT—leT—l = 'f‘f'—l) =
P(YT =Yr ‘ Y‘r—l - yT—laXT—l - xr—l)

Als Beispiel betrachten wir den Datensatz 5 in Box 5.1. Er enthilt Angaben
iiber die Entwicklung von Zusténden bei 6 Personen. Es gibt zwei mdgliche
Zustinde, Y = {0, 1}, und zwei Kovariablen. Die Kovariable X7 ist zeitunab-
héngig, z.B. das Geschlecht der Personen (0 = Ménner, 1 = Frauen); die
Kovariable X ist zeitabhéngig, z.B. das Alter der Personen.

5.5 Binare Logitmodelle

Zur Modellierung von Prozessen mit Kovariablen werden in der Praxis
oft Logitmodelle verwendet, die rechentechnisch verhaltnisméflig einfach
handhabbar sind. Wir besprechen hier diese Modelle fiir Prozesse, bei denen
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es nur zwei mogliche Zusténde gibt, also Y = {0,1}. Verzichtet man zunichst
auf die Annahme, daf es sich um einen stationéren Prozefl handelt, ist der
Modellansatz:

exp(aio0,t + 2¢—1810,t)

PY;,=1lY;1=0,X;_1=24_1) =
(¥ ¥ K1 =o0-1) 14 exp(ao,e + 2¢—10610,t)

exp(on1,e + T¢—1011,¢)
1+ exp(aqi s + e—1611,t)

PY:=1Y; 1 =1, X1 =x41) =

Nimmt man an, daf§ es sich um einen stationéren Prozefl handelt, entfallt auf
den rechten Seiten der Zeitindex bei den Modellparametern. Das in Abschnitt
5.3 behandelte Modell ohne Kovariablen ist offenbar ein Spezialfall dieses
Logitmodells.

Leider konnen die Parameter eines Logitmodels im allgemeinen nicht mit
einfachen Rechenverfahren aus Daten berechnet werden. Wir werden uns im
néchsten Abschnitt mit einem Schitzverfahren beschéftigen. Zuvor behandeln
wir einige Aufgaben, um mit dem Modellansatz etwas vertrauter zu werden.

AUFGABE 5.4 Zeichnen Sie den Verlauf der Logitfunktion
__exp(a)
1+ exp(x)

im Bereich —3 <z < 3.

AUFGABE 5.5 Unter Verwendung der Notation aus Aufgabe 5.4, entwickeln
Sie die Umkehrfunktion, die zeigt, wie = von z abhéngt. Berechnen Sie die
x-Werte, die den z-Werten 0.5, 0.6 und 0.7 entsprechen.

AUFGABE 5.6 Formulieren Sie ein Logitmodell fir die Daten aus Box 5.1
unter der Annahme, dafl es sich um Daten aus einem stationéren Prozef3
handelt. Uberlegen Sie sich insbesondere, welche Modellparameter berechnet
werden miifiten.

5.6 Maximum-Likelihood-Schatzung

In diesem Abschnitt besprechen wir, wie die Parameter eines bindren Logit-
modells mit der ML-Methode berechnet werden konnen. Wenn angenommen
wird, daf} es sich um einen stationdren Prozefl handelt, miissen vier Parameter
berechnet werden:

a10, B10, @11, f11
Die Daten seien in der Form

(Tit, Yit) fir i=1,...,N,t=0,...,T
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gegeben. Dann folgt aus dem Modellansatz:

P(Yt = Yi,t |Y271 = yi,tflathl = mi,tq) =

exp(a10+i,t—10610)
1+exp(a1o+zi,t—1810)
1
1+exp(a10+zi,t—1510)
exp(ai1+zi,—1811)
1+exp(aii+zi,e—1611)

wenn y; ¢ = 1,1;;,-1 =0

wenn y; ¢ = 0,1;:,-1 =0

wenn ;s = 1,y;11 =1

1 . — . p—
TFoxplani4ai_1B) et Yir = 0,9it—1 =1

Das kann man in einer Formel folgendermafien ausdriicken:
P(Yt = Vit |Y24 = yi,tfletfl = xi,tfl) =

-y . i
( exp(aio + @i ¢—1010)Y" ) it ( exp(ai1 + 2;¢—10811)¥" )y o
1+ exp(a1o + 4,t—1510) 1+ exp(ai1 + @;1—1511)

Betrachtet man diesen Ausdruck als eine Funktion der Modellparameter,
wird er als Likelihood der Beobachtung i in der Zeitstelle ¢ bezeichnet. Die
ML-Methode besteht nun darin, diese Likelihood fiir alle Beobachtungen und
Zeitstellen zusammenzufassen und dann als eine Funktion der Modellpa-
rameter zu maximieren. Die Likelihoodfunktion sieht also folgendermaflen
aus:

5(0410,510704117511 H H 1+exp Q10 + Tig_ B0

N T T—yi s
< exp(ao + @i —1510)Y" > it
=1 =1 )

( exp(an + xi,t,lﬁn)yu >yi,t—1
1+ exp(aar + i i—1511)

Aus der Maximierung dieser Likelihoodfunktion ergeben sich die ML-
Schétzwerte der Modellparameter, die mit

@107 5107 OA[lla ﬁll

bezeichnet werden.

AUFGABE 5.7 Fiir die praktische Berechnung verwendet man meistens die
Log-Likelihoodfunktion, also

U0, Bros a1, f11) = log (L(axo, 1o, 011, B11))

Berechnen Sie die Log-Likelihoodfuntion fir die oben angegebene Likelihood-
funktion.
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Box 5.2 Datensatz ba

ID t  Y(t) Y(t-1) Xi(t-1) X2(z-1)

20
21
22
23
24
25
22
23
24
25
26
27
21
22
23
24
25
26
20
21
22
23
24
25
22
23
24
25
26
27
21
22
23
24
25
26

NP WNEFE, OO WNEFELOOOOPR WNEFELOOOOPR WNEFE,OOOOE WNE OO WN -
PP OORFPLPOORRPLPRPORFPLPPLOOODOOORRPREHEPREPFPLOOOR,OOREREODO
POORrRRPHLORLRFRPLPFPLOOFRLRHrHOOOOOOOOR,rRHP,HPLPOOOR,KFPL,LOKR,E,OOO
B R R R R RRR R RRPBRRPRRPRPRPEPRRPRPRPRPEPOOODOODOOOOOOO

OO0 OO OO DD R PR WWWWWWNNNNMNNNERERERB P B 2

AUFGABE 5.8 Berechnen Sie den Wert der in Aufgabe 5.7 gefundenen Log-
Likelihoodfunktion fir den Datensatz in Box 5.1 und fiir die Parameterwerte

aig = fro=ai1 =11 =0
AUFGABE 5.9 Die ML-Schétzwerte der Modellparameter ergeben sich aus der

Maximierung der Log-Likelihoodfunktion. Eine Losung kann mithilfe eines
Statistik-Programms berechnet werden, das in der Lage ist, Logitmodelle zu
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schiitzen.? Zunichst erkennt man, daf sich die Likelihoodfunktion in zwei
Faktoren separieren 1af3t, die unabhéngig voneinander maximiert werden
kénnen. Uberlegen Sie sich, wie dementsprechend der Datensatz aus Box
5.1 reorganisiert und aufgeteilt werden kann (einen Hinweis gibt Box 5.2).
Uberlegen Sie sich dann, wie die Modellparameter mit einem Programm
berechnet werden konnen, das einfache Logitmodelle fiir eine binédre abhéngige
Variable schétzen kann.

AUFGABE 5.10 Verwendet man fiir die Variable X das Alter (X2 in Box 5.1),
erhélt man folgende ML-Schatzwerte der Modellparameter:

Q10 = —3.14, B9 = 0.10, d1; = 4.91, B1; = —0.16

Das fiir diese Berechnungen verwendete Computerprogramm (TDA) gibt als
Wert der maximierten Log-Likelihoodfunktion die Werte -12.14 (fiir die erste
Modellhélfte, Y;—; = 0) und -8.88 (fiir die zweite Modellhélfte, Y;—; = 1) an.
Berechnen Sie den Wert der Log-Likelihoodfunktion fiir das Gesamtmodell.

AUFGABE 5.11 Unter Verwendung der in Aufgabe 5.10 angegebenen Schétz-
werte fiir die Modellparameter: Erstellen Sie eine Tabelle, die fiir die Alters-
werte X = 20,...,26 und die Werte Y;_1 = 0,1 die geschétzten Wahrschein-
lichkeiten

PY;=0|Y,;.y=---,X=---) und
P(Y,=1]Y, 1=, X=--")
angibt.

2 Wie man das praktisch machen kann, wird im Rahmen der praktischen Ubungen im
Anhang besprochen.



6 Modelle fiir Verweildauern

Entsprechend der zu Beginn des vorangegangenen Kapitels getroffenen
Unterscheidung beziehen wir uns fiir die weitere Diskussion statistischer
Modelle auf einzelne Episoden. Ausgangspunkt ist also die Représentation
einer einzelnen Episode durch eine zweidimensionale statistische Variable

(T,D)  wobei T€T, DeD

D ist die Menge der méglichen Folgezustinde der Episode, T ist die Zeitachse.
Fiir die Zeitachse kann man entweder eine diskrete oder eine kontinuierli-
che numerische Reprisentation wihlen. Wir verwenden im folgenden eine
kontinuierliche Représentation, da die meisten in der Literatur diskutierten
und praktisch verwendeten Modelle von dieser Konvention ausgehen. Wir
identifizieren T' also mit den nichtnegativen reellen Zahlen.

Statistische Modelle kénnen sowohl spekulativen als auch représentativen
Zwecken dienen. Im ersten Fall geht es darum, Vorstellungen dariiber zu
bilden, wie Episoden ablaufen kénnten. Damit beschaftigen wir uns in
diesem Kapitel. Wie schon in fritheren Kapiteln kénnen wir zwei Situationen
unterscheiden: Erstens eine Betrachtungsweise, bei der Episoden nur in einem
moglichen Folgezustand enden kénnen; es geniigt dann, die Episode durch
eine Verweildauervariable (T') zu erfassen. Zweitens eine Betrachtungsweise,
bei der es zwei oder mehr mogliche Folgezusténde gibt; dann mufl von der
zweidimensionalen Variablen (T, D) ausgegangen werden.

6.1 Zeitkonstante Raten

Beginnen wir mit einer Episode, fiir die es nur einen mdéglichen Folgezustand
gibt. Es geniigt dann, die Verweildauervariable T' zu betrachten, und ein
statistisches Modell besteht darin, Annahmen iiber die Verteilung dieser
Variablen zu machen. Wie wir uns schon {iberlegt haben, gibt es zur Charakte-
risierung dieser Verteilung vier dquivalente Konzepte: die Verteilungsfunktion
F(t), die Survivorfunktion G(t), die Dichtefunktion f(¢) und die Rate r(t).
Um Annahmen iiber die Verteilung von T' zu formulieren, kann man also
wahlweise einen dieser vier Begriffe verwenden und die jeweils tibrigen daraus
berechnen.

Um inhaltliche Vorstellungen iiber den Ablauf einer Episode zu bilden,
ist es oft hilfreich, vom Begriff der Rate auszugehen. Die allereinfachste
Vorstellung besteht darin, von einer zeitkonstanten Rate auszugehen. Diese
Annahme kann so formuliert werden:

r(t) =146
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wobei 0 ein Modellparameter ist, der in einem vorgegebenen Parameterraum
variieren kann. Wir bezeichnen den Parameterraum mit ©; und da Raten keine
negativen Werte annehmen kénnen, kénnen wir © mit den nichtnegativen
reellen Zahlen identifizieren.

FEin Verteilungsmodell, das auf der Annahme einer zeitkonstanten Rate
beruht, wird Exponentialmodell genannt. Man spricht von einer Ezponential-
verteilung mit dem Parameter 6.

Die Survivorfunktion fiir eine Exponentialverteilung ergibt sich aus unserer
Basisformel fiir den Zusammenhang zwischen Rate und Survivorfunktion in
folgender Weise:

G(t) = exp { /0 tr(T) dT} = exp(—0t)

AUFGABE 6.1 Berechnen Sie die Verteilungs- und Dichtefunktionen fiir eine
Exponentialverteilung mit dem Parameter 6.

AUFGABE 6.2 Zeichnen Sie den Verlauf der Survivor- und Dichtefunktionen
fiir eine Standard-Exponentialverteilung, d.h. fiir eine Exponentialverteilung
mit dem Parameter 6 = 1.

6.2 Weibull-Verteilung

Interessanter als die Exponentialverteilung sind Verteilungen, bei denen sich
die Rate im Zeitablauf verdndern kann. Eine in Anwendungen oft verwendete
Verteilung ist die Weibull-Verteilung, bei der die Rate monoton steigen oder
fallen kann. Die Weibull-Verteilung hat zwei Parameter, die Survivorfunktion
sieht folgendermafien aus:

G(t) = exp{—(at)’}

« und [ sind die Verteilungsparameter, und es wird vorausgesetzt, dafl beide
Parameter nur positive Werte annehmen koénnen.

Aus der Survivorfunktion erhalt man durch Differenzieren die Dichtefunk-
tion

fi) = Bal Pt exp{—(ozt)’g}
und daraus die Rate
r(t) = BaltP~1

AUFGABE 6.3 Zeigen Sie schrittweise, wie sich die Dichtefunktion und die
Rate aus der Survivorfunktion der Weibull-Verteilung berechnen lassen.
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AUFGABE 6.4 Fiir welche Parameterwerte der Weibull-Verteilung erhélt man
die Exponentialverteilung als einen Spezialfall?

AUFGABE 6.5 Zeichnen Sie den Verlauf der Rate der Weilbull-Verteilung auf
einer Zeitachse von 0 bis 3, und zwar fiir die Parameterwerte a = 1 und
6 =0.5,1.0,1.5.

6.3 Loglogistische Verteilung

Die Exponentialverteilung kann nur zeitkonstante, die Weibull-Verteilung nur
monotone Ratenverldufe ausdriicken. Fiir nichtmonotone Ratenverléufe eignet
sich manchmal die sog. loglogistische Verteilung. Sie hat, wie die Weibull-
Verteilung, zwei Parameter, o und 3, die nur positive Werte annehmen
kénnen. Die Survivorfunktion sieht folgendermaflen aus:

1

G#) = 1+ (at)f

Daraus erhélt man durch Differenzieren die Dichtefunktion

5045155’1
(1+ (at)P)?

und schliellich die Rate

Balth—1
1+ (at)f

ft) =

r(t)

AUFGABE 6.6 Zeigen Sie schrittweise, wie sich die Dichtefunktion und die
Rate aus der Survivorfunktion der loglogistischen Verteilung berechnen
lassen.

AUFCGABE 6.7 Zeigen Sie, dafi die Exponentialverteilung kein Spezialfall der
loglogistischen Verteilung ist.

AUFGABE 6.8 Zeichnen Sie den Verlauf der Rate der loglogistischen Verteilung
auf einer Zeitachse von 0 bis 3, und zwar fiir die Parameterwerte @ = 1 und
AUFCABE 6.9 Zeigen Sie, dafl die Rate der loglogistischen Verteilung (wenn
sie konkav ist) ihr Maximum in der Zeitstelle

1 1
tmax = — —-1)5
L1

annimmt. Fir welche Parameterwerte ist der Verlauf der Rate konkav?
Welchen Wert nimmt die Rate in ihrem Maximum an?
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6.4 Lognormal-Verteilung

Bei Regressionsmodellen wird oft eine Normalverteilung unterstellt. Da
unsere Verweildauervariable T" nur positive Werte annehmen kann, liegt es
nahe, ihren Logarithmus zu betrachten und dafiir eine Normalverteilung zu
unterstellen. Allgemein sagt man: eine Variable ist lognormal verteilt, wenn
ihr Logarithmus normalverteilt ist.

Um diesen Gedanken zu verfolgen, betrachten wir zunéchst ein allgemeineres
Problem. Es sei X eine kontinuierliche Variable mit der Verteilungsfunktion
Fx (z) und der Dichtefunktion fx(x). AuBerdem sei g eine beliebige monoton
steigende Funktion. Wir kénnen dann eine neue Variable

Y = g(X)

bilden. Die Frage ist, wie man die Verteilungs- und Dichtefunktionen von Y,
also Fy (y) und fy (y), aus den entsprechenden Funktionen fiir X berechnen
kann; oder umgekehrt, wie man die Verteilung von X aus der Verteilung von
Y finden kann. Da die Transformationsfunktion g monoton ist, kann man
natirlich auch

X=g"1(V)

betrachten, insofern ist das Problem symmetrisch. Zur Beantwortung der Fra-
gen gibt es zunédchst folgende Beziehung zwischen den Verteilungsfunktionen:

Fx(z) = P(X <2) = P(Y < g(z)) = Fy(9(z))

Beziehungen zwischen den Dichtefunktionen ergeben sich aus Ableitungen
der Verteilungsfunktionen. Man findet

o) = X)) dFy(g(u)

du u=x du u=x

= fr(g(x))g'(x)

wobei ¢'(x) die Ableitung der Transformationsfunktion g bezeichnet.
Wenden wir jetzt diese Uberlegung auf eine Situation an, in der die

Variable Y normalverteilt und der Zusammenhang zwischen 7', unserer

Verweildauervariablen, und Y durch die Transformation

Y =log(T)

definiert ist. Fur die Dichtefunktion von Y haben wir also

Fr(o) = o= exp {; (ya“)Q}

L Wir verwenden hier stets den natiirlichen Logarithmus, also die Umkehrfunktion zur
Exponentialfunktion.
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Wenden wir jetzt die oben abgeleitete Transformationsformel an, erhalten
wir fiir die Dichtefunktion von T', die wir jetzt wieder mit f(¢) bezeichnen,
den Ausdruck

f<t>=\/%atexp{—; (lg(’ij"“‘)}

Dies ist die Dichtefunktion der Lognormal-Verteilung mit den Paramtern g
und o. Dabei kann p beliebige, o nur positive Werte annehmen.

Ein Nachteil dieser Verteilung ist, dafl es fiir die Verteilungsfunktion
und infolgedessen fiir die Rate keinen geschlossenen, einfach berechenbaren
Ausdruck gibt. Die Lognormal-Verteilung ist trotzdem wichtig, weil sie
es erlaubt, einen Zusammenhang zwischen Ratenmodellen und iiblichen
Regressionsmodellen herzustellen.

AUFGABE 6.10 Zeichnen Sie den Verlauf der Dichtefunktion der Lognormal-
Verteilung auf einer Zeitachse von 0 bis 3, und zwar fiir die Parameterwerte
p=0und o =1.

6.5 Mehrere Zielzustande

Bisher haben wir Episoden betrachtet, bei denen es nur einen moglichen
Folgezustand gibt. Wenn es zwei oder mehr mogliche Folgezustdnde gibt,
muf die zweidimensionale Variable (T, D) betrachtet werden. Wie wir uns
schon uberlegt haben, kann ihre Verteilung durch zielzustandsspezifische
Raten charakterisiert werden:

rq(t)  fir de D

Um zu Verteilungsmodellen zu gelangen, kann man also die in den vorange-
gangenen Abschnitten diskutierten Annahmen iiber Raten einfach auf die
zielzustandsspezifischen Raten iibertragen. Dabei hat man die Moglichkeit,
fir alle Raten das gleiche Verteilungsmodell, aber mit jeweils unterschiedli-
chen Verteilungsparametern, zu verwenden; man kann aber auch fiir jede
zielzustandsspezifische Rate ein eigenes Verteilungsmodell annehmen.

Im einfachsten Fall konnte man zum Beispiel fiir alle zielzustandsspezifischen
Raten zeitkonstante Werte annehmen, also

Td (t) = 9,5

6.6 Mischungen

Mischungsmodelle ergeben sich, wenn man annimmt, dafl die Gesamtheit € aus
zwei oder mehr Teilgesamtheiten besteht, bei denen es jeweils unterschiedliche
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Ratenverldufe gibt. Nehmen wir an, dafl es m Teilgesamtheiten gibt. Zum
Zeitpunkt ¢ = 0 sei der Anteil der j.ten Teilgesamtheit durch 7; gegeben,
also

m
Zﬂ'j =1
j=1

r;j(t) sei die Rate, f;(t) die Dichtefunktion und G;(t) die Survivorfunktion
fiir die j.te Teilgesamtheit. Der Anteil der j.ten Teilgesamtheit entwickelt
sich dann im Zeitablauf entsprechend

ijj(t)/Z TrGr(t)
k=1
wobei
G(t) = Z ™G (t)

die Survivorfunktion in der Gesamtheit ist. Daraus findet man die Dichte-
funktion

dG(t G, (t

j=1

)> = i ;i f5(t)

j=1

SchlieBlich findet man fiir die durchschnittliche Rate in der Gesamtheit den
Ausdruck

o mifi(t)
>im mG(t)

AUFGABE 6.11 Nehmen Sie an, dafl es zwei Teilgesamtheiten gibt und 7; =
mo = 0.5 ist. Nehmen Sie auflerdem an, dafl es in der ersten Teilgesamtheit
eine konstante Rate 71 (t) = 1, in der zweiten Teilgesamtheit eine konstante
Rate r2(t) = 2 gibt. Berechnen Sie die Entwicklung der durchschnittlichen
Rate im Zeitablauf und zeigen Sie, dafl diese Rate immer kleiner wird.

r(t) =

7 Ratenmodelle mit Kovariablen

In diesem Kapitel werden Ratenmodelle mit zeitunabhéngigen Kovariablen
behandelt. Wie im vorangegangenen Kapitel beziehen wir uns auf Episo-
den, die wir durch eine zweidimensionale Variable (T, D) reprisentieren.
Allerdings miissen wir jetzt berticksichtigen, dafl es noch Kovariablen gibt.
Als Ausgangspunkt haben wir also eine Variable (T, D, X ), wobei X die
Kovariable(n) bezeichnet. Im allgemeinen kann es sich bei X um eine ein-
oder mehrdimensionale Variable handeln. Zunéchst behandeln wir Modelle
fiir Episoden, bei denen es nur einen moglichen Folgezustand gibt; Modelle fiir
Episoden mit mehreren Folgezustidnden werden in Abschnitt 7.4 besprochen.

7.1 Das Exponentialmodell

Beim Exponentialmodell wird fiir die Verweildauerverteilung eine Exponenti-
alverteilung unterstellt, also eine zeitkonstante Rate

r(t)y=10

Die Idee ist, dal diese Rate von den Werten von Kovariablen abhéngig sein
kann. Da die Rate nur positive Werte annehmen kann, sollte eine Link-
Funktion verwendet werden, die dies garantiert. Beim Standardmodellansatz
wird als Link-Funktion eine Exponentialfunktion verwendet. Wenn X eine
eindimensionale Kovariable ist, sieht das Modell dann so aus:

r(t| X =2z) = exp(Bo + z01)

Wenn es m Kovariablen (X7, ..., X,,) gibt, kann man folgende allgemeine
Formulierung verwenden:

rt| X1 =21,..., X =) = exp(Bo+ 2161+ ... + Tmfm)

AUFGABE 7.1 Beweisen Sie folgende Formel fiir den Mittelwert einer Expo-
nentialverteilung mit dem Parameter 6:!

E(T):/Oootf(t)dt:/Ooot%exp(—et)dt:;

AUFGABE 7.2 Finden Sie eine Formel fiir den Median einer Exponentialver-
teilung mit dem Parameter 6.

I Verwenden Sie folgende Regel fiir partielle Integration:

/mewﬁ:mew—/}@mwﬁ

wobei f(t) = dF(t)/dt und g(t) = dG(t)/dt. Setzen Sie F(t) = 0t, g(t) = exp(—0t).
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Box 7.1 Datensatz 6

ID T D X1 X2
1 17 1 8 1
2 5 0 5 0
3 22 1 9 1
4 13 1 7 0
5 2 0 5 0
6 9 1 6 1
7 12 0 5 1
8 15 1 7 1

7.2 Parameterschatzungen

Wir nehmen an, dafl uns n Beobachungen
(ti,di,xﬂ,...,xim) furz:l,,n

gegeben sind. ¢; ist der Wert der Verweildauer T', d; gibt an, ob es sich um
eine zensierte (d; = 0) oder unzensierte (d; = 1) Beobachtung handelt, und
Zi1, ..., Zim sind die Werte der Kovariablen. Zur Modellschétzung wird die
MIL-Methode verwendet. Fiir die Bildung der Likelihood-Funktion wird bei
nicht-zensierten Beobachtungen die Dichtefunktion

fti| X1 =1, ., Xon = Tim)
und bei zensierten Beobachtungen die Survivorfunktion
G(tl | Xl = Tily--- ,Xm = l'zm)

verwendet; sie sieht also folgendermafien aus:

n

LBoy- o Bm) =[] Fti| X1 = i1, ..., Xon = i)™
=1
G(ﬁi ‘Xl = X1y, X = .’L‘im)l_di

Wegen der Beziehung r(t) = f(¢)/G(t) kann man diese Likelihood-Funktion
auch folgendermaflen schreiben:

n

L(Bo, - Pm) = H r(t| Xy = @i, Xon = Tin) ™
- G(ti ‘Xl =Ti1,. .., Xp = 'rim)

Wenn wir uns jetzt auf das in Abschnitt 7.1 besprochene Exponentialmodell
beziehen, finden wir zunéchst:

r(ti | X1 = i1, ..., Xom = Tim) = exp(Bo + zi1 01 + ... + TimbBm)
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G(tz |X1 = Iilw--me = Izm) =
exp{—exp(fo + i1 B1 + ... + Timfm) ti}

Daraus findet man die Likelihood-Funktion

L(Bo,---,0Bm) = H exp(Bo + zi1f1+ ...+ Iimﬂm)di
- exp{—exp(fo + zi1 1 + ... + TimPBm) ti}

Einen einfacheren Ausdruck erhélt man, wenn man zur Log-Likelihood-
Funktion iibergeht:

LBo, .-y Pm) = Z di(Bo+xin 1+ ... + TimfBm)—
= exp(Bo + zi1fB1 + ... + TimPm) ti

Im allgemeinen, wenn das Modell Kovariablen enthélt, kann man das
Maximum dieser Funktion nicht auf analytischem Wege finden, sondern
benétigt ein iteratives Verfahren.? Einfach geht es nur, wenn das Modell keine
Kovariablen enthélt. Die Log-Likelihood-Funktion sieht dann folgendermafien
aus:

(B0) =Y difo — ti exp(Bo)
i=1

Daraus gewinnt man den Gradienten, also die erste Ableitung

9L(B)
B0

= Z d; —t; exp(Bo)

=1

Den ML-Schatzwert fir Gy findet man schlieflich an der Nullstelle des
Gradienten, also durch

R S d;
Bo = log (2‘
Zi:l ti

AUFGABE 7.3 Bilden Sie die zweite Ableitung der Log-Likelihoodfunktion
fiir das einfache Exponentialmodell ohne Kovariablen und zeigen Sie anhand
dieser Ableitung, dafl diese Funktion genau ein globales Maximum hat.

AUFGABE 7.4 Nehmen Sie fiir die Daten in Box 7.1 ein Exponentialmodell
ohne Kovariablen an. Schéitzen Sie dafiir die zeitkonstante Rate und gewinnen
Sie daraus einen Schétzwert fiir die mittlere Verweildauer.

2 Das wird in einigen Ubungen im Anhang besprochen.
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7.3 Ein allgemeiner Modellansatz

Wie im vorangegangenen Kapitel besprochen worden ist, kann man zahlreiche
unterschiedliche Vorstellungen tiber den Ratenverlauf einer Episode bilden. Bei
parametrischen Modellansétzen geht man von einer Verweildauerverteilung
aus, die im allgemeinen von einem ein- oder mehrdimensionalen Parameter 6
abhéngt. Rate, Dichtefunktion und Survivorfunktion kénnen also allgemein
folgendermaflen geschrieben werden:

r(t]6), f(t[6), G(t]0)

Kovariablen kénnen in einen solchen Modellansatz eingebaut werden, indem
man mittels einer Link-Funktion die Verteilungsparameter von den Kovaria-
blen abhéangig macht. Wenn also die Verteilung zum Beispiel zwei Parameter
hat, also § = («, 8), kann man sie von den Kovariablen auf folgende Weise
abhéngig machen:

o = ga(aO +xi0q + ...+ xmam)
B=gs(Bo+ 101+ ...+ TmfBm)

Hierbei ist g, die Link-Funktion fiir den Verteilungsparameter o, gg die
Link-Funktion fiir den Verteilungsparameter 3. Zur Unterscheidung von den
Verteilungsparametern werden «y, . .., @, und By,.. ., OBy als Modellpara-
meter bezeichnet. Natiirlich ist es moglich, die Verteilungsparameter von
unterschiedlichen Kovariablen abhéngig zu machen oder auch vollstandig auf
Kovariablen zu verzichten.

Es sollte evident sein, wie sich dieser Ansatz fiur Verteilungen, die nur
einen oder mehr als zwei Verteilungsparameter enthalten, modifizieren 148t.
Zum Beispiel ist das in Abschnitt 7.1 behandelte Exponentialmodell ein
einfacher Spezialfall dieses allgemeinen Modellansatzes.

Die Likelihood-Funktion kann dann in jedem Fall so formuliert werden,
wie wir es fiir das Exponentialmodell gezeigt haben.

AUFGABE 7.5 Entwickeln Sie die Log-Likelihood-Funktion fiir ein Weibull-
Modell ohne Kovariablen.

AUFGABE 7.6 Entwickeln Sie die Log-Likelihood-Funktion fiir ein log-
logistisches Modell ohne Kovariablen.

7.4 Mehrere Folgezustande

Der im vorangegangenen Abschnitt behandelte allgemeine Modellansatz
148t sich leicht fir Episoden verallgemeinern, bei denen es mehrere mégliche
Folgezusténde gibt. Ausgangspunkt ist eine Verteilungsannahme tiber die
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zielzustandsspezifischen Raten, die wir allgemein folgendermaflen schreiben
konnen:

ra(t|0q)  fir d€ D

Daraus gewinnt man zunéichst die Gesamtrate

r(t]6) = ) ralt|6a)

deD

wobei hier 6 fiir die Gesamtheit der zustandsspezifischen Verteilungsparameter
04 steht. Die Gesamtrate liefert die Survivorfunktion

G(t]0) = exp{—/otr(7'|(9)d7'}

oder

G(t|0) = [ Ga(t|6a)

deD

wobei

Ga(t|bq) = eXp{/OtTd(T|0d)dT}

ist. Um schliellich die Likelihood-Funktion zu finden, nehmen wir an, daf3
die Daten so gegeben sind, wie in Abschnitt 7.2 angegeben worden ist, nur
daf jetzt d; mehr als zwei mogliche Werte annehmen kann: Wenn d; = 0
ist, handelt es sich um eine zensierte Beobachtung, wenn d; > 0 ist, handelt
es sich um einen Ubergang in den Folgezustand d;. Also kann man die
Likelihood-Funktion folgendermafien schreiben:

n

L(8) = H G(t;]9) H r(t; |9d)1(d:d")
=1 deD

wobei die Indikatorfunktion I(d = d;) den Wert 1 annimmt, wenn d = d; ist,
andernfalls den Wert 0.

AUFGABE 7.7 Entwickeln Sie zunéichst eine Likelihood-Funktion und dann
eine Log-Likelihood-Funktion fiir ein Exponentialmodell, bei dem es drei
verschiedene Folgezustédnde gibt.
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7.5 Pseudo-Residuen

Im Unterschied zu gewdhnlichen Regressionsmodellen mit einer quantitativen
abhéngigen Variablen gibt es bei der ML-Schitzung von Ratenmodellen
keine einfache Methode, um zu beurteilen, wie gut ein Modell zu den Daten
pafit. Ein gewisses Hilfsmittel fiir die Modelldiagnostik liefern jedoch sog.
Pseudo-Residuen. Um die Idee zu verdeutlichen, beziehen wir uns auf eine
Episode mit einem moglichen Folgezustand. Daten seien in der Form

(ti,di,xi) fiir i:l,...,n

gegeben. Auflerdem wird angenommen, dafl bereits ein Modell geschétzt
worden ist und die Schéatzergebnisse durch

r(t]@;0), f(t]2;0), G(t|x;0)

gegeben sind, wobei 6 die geschatzten Modellparameter bezeichnet. Dieses
Modell kann nun als Beschreibung eines zweistufigen Zufallsgenerators
betrachtet werden, der folgendermafien aussieht:

: o

Der erste Zufallsgenerator liefert einen Wert x fiir den Kovariablenvektor
entsprechend der in den Daten gegebenen Verteilung von X. Der zweite
Zufallsgenerator liefert eine Verweildauer t, wobei vom Modell f (| ;)
ausgegangen wird, also konditional auf den im ersten Schritt realisierten
Wert des Kovariablenvektors. Auf diese Weise kann eine beliebige Menge von
Pseudo-Beobachtungen (t},z7) erzeugt werden (j = 1,2,3,...), so daf} die
Verteilung der z mit der durch die Daten gegebenen Verteilung von X und
die konditionale Verteilung von ¢ mit dem Modell iibereinstimmt. Fir jeden
moglichen Wert x aus dem Merkmalsraum der Kovariablen X kann man die
auf diese Weise erzeugten Werte als Realisierungen einer Zufallsvariablen T},
ansehen, deren Verteilung durch das Modell, d.h. durch f(¢|x;0) definiert
ist.

Im néchsten Schritt wird eine Transformation der Zufallsvariablen T,
betrachtet, so dafl die Abhéngigkeit vom jeweils realisierten Wert des Kova-
riablenvektors verschwindet. Als Transformation wird

t
T, — J(Ty), definiert durch t — J(t) = / (7| ;0)dr
0

verwendet, denn die Verteilung von J(7}) ist dann eine Standard-Exponen-
tialverteilung, d.h. eine Exponentialverteilung mit der konstanten Rate 1.
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Man sieht das folgendermaflen, wobei ausgenutzt wird, dafl es sich um eine
monotone Transformation handelt:

P(J(Ty) > t) =P (T, > Jﬁl(t))
=GJNt) | 2:0)

J7H®) .
:exp{f/ T(T|x;9)d7}
0

= exp {—J(J_1 (t))}
= exp(—t)

Die Survivorfunktion fir die transformierte Zufallsvariable J(T}) ist also
die Survivorfunktion einer Standard-Exponentialverteilung und mithin
unabhingig von .3

Diese Tatsache kann ausgenutzt werden, um zu priifen, ob es plausibel
erscheint, daf} die als Stichprobe vorliegenden Daten aus dem durch das
Modell beschriebenen Zufallsgenerator stammen kénnten. Wenn dies der Fall
ist, miiffite die Anwendung der oben beschriebenen Transformation auf die
vorliegenden Daten zu einer Menge transformierter Grofien

€; = J(ti)

fihren, die ndherungsweise einer Standard-Exponentialverteilung folgen.
Die Groflen e; werden als Pseudo-Residuen, gelegentlich auch als verallge-
meinerte Residuen, bezeichnet. Um zu priifen, ob sie ndherungsweise einer
Standard-Exponentialverteilung folgen, kann ihre Survivorfunktion berechnet
werden. Dafiir sollte das Kaplan-Meier-Verfahren verwendet werden, um
berticksichtigen zu kénnen, daf} einige Beobachtungen und mithin die ihnen
korrespondierenden Residuen rechts zensiert sein konnen. Wenn G,.(t) die auf
diese Weise berechnete Survivorfunktion bezeichnet, kann man schliefflich die
Abbildung

t — —log{G,(t)}

betrachten. Wenn die Residuen néherungsweise einer Standard-Exponen-
tialverteilung folgen, sollte diese Abbildung ndherungsweise einer 45°-Linie
entsprechen.

AUFGABE 7.8 Entwickeln Sie eine Formel zur Berechnung von Pseudo-
Residuen fiir ein Exponentialmodell mit Kovariablen.

3 Bs sei angemerkt, daB die Verteilung von T, durch G(-|z,6), nicht durch durch
G(-|z,0), definiert ist. Das Verfahren beruht jedoch darauf, dafl 6 durch die mit den
Daten geschitzten Parameterwerte ersetzt wird.
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AUFGABE 7.9 Berechnen Sie die Pseudo-Residuen fiir das in Aufgabe 7.4
geschatzte Exponentialmodell ohne Kovariablen.

8 Zeitveranderliche Kovariablen

Im vorangegangenen Kapitel wurde diskutiert, wie Ratenmodelle mit zeitun-
abhéngigen Kovariablen formuliert und geschétzt werden kénnen. Fiir viele
Anwendungen ist es jedoch erforderlich, auch Kovariablen zu berticksichtigen,
die ihre Werte wéahrend einer laufenden Episode verdndern kénnen. Man
mochte dann herausfinden, wie die Rate fiir den Ubergang in einen neuen
Folgezustand von den jeweils aktuellen, sich wihrend des Episodenverlaufs
verdndernden Kovariablenwerten bedingt wird. In diesem Kapitel wird
besprochen, wie dafiir geeignete Ratenmodelle formuliert werden kénnen.

8.1 Konditionale Survivorfunktionen

Als Ausgangspunkt erinnern wir an unsere Basisformel fiir den Zusammenhang
zwischen Rate und Survivorfunktion, ndmlich

Glt) = eXp{—/OtT(T) dr}

Eine konditionale Survivorfunktion wird dementsprechend durch

Ga|s>:exp{-1ltr@ng}

definiert. Offenbar gilt:
G(t) =G(t|s)G(s)

Dies 148t sich beliebig wiederholen. Wir kénnen zum Beispiel die Zeitspanne
von 0 bis ¢ in k beliebige Subintervalle aufteilen:

O=to<t1 < - <tp1 <t =t

Dann finden wir
k
Gty =[] Gt 1t
j=1

8.2 Reformulierte Likelihoodfunktion

Erinnern wir uns jetzt an die Likelihoodfunktionen zur Schétzung von
Ratenmodellen. Bei einer Episode mit einem moglichen Folgezustand ist die
allgemeine Formulierung:

n

£(0) =[] rt:160)* G(t: 1)

i=1
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Fiir jedes Individuum ¢ kann man jetzt die Verweildauer ¢; in beliebig viele
Subintervalle aufteilen, etwa

0=ty <ty < <lig—1 <lir, =1

Dann kann man die Likelihoodfunktion folgendermafien reformulieren:

n ki

@) =] r:10)* H (tij [tij—1,0)

=1 J=1

Wichtig ist, daf} sich durch diese Reformulierung tatsichlich nur die du-
Bere Form der Likelihoodfunktion verdndert, nicht jedoch der funktionale
Zusammenhang zwischen Modellparametern und Werten der Likelihoodfunk-
tion. Zur Modellschédtzung kann man deshalb ebensogut die reformulierte
Likelihoodfunktion verwenden.

AUFGABE 8.1 Entwickeln Sie eine reformulierte Likelihoodfunktion zur
Schitzung eines einfachen Exponentialmodells ohne Kovariablen. Zeigen Sie,
dafl man mit der reformulierten Likelihoodfunktion die gleichen Schatzwerte
erhélt wie mit der uspriinglichen Likelihoodfunktion.

8.3 Zeitveranderliche Indikatorvariablen

Jetzt nehmen wir an, daf§ die Daten zeitverdnderliche Kovariablen enthalten
und in folgender Form gegeben sind:

(ti,di,xi,z“(t),...,zim(t)) fur i:l,...,n

x; ist wie bisher ein Vektor mit zeitunabhingigen Kovariablen, deren Werte
also spétestens zu Beginn der Episode feststehen. Die Variablen z;;(¢)
sind dagegen zeitverdnderlich. Und zwar nehmen wir an, daf3 es sich um
zeitverdnderliche 0-1-Variablen handelt, das heif3t: bis zu einem gewissen
Zeitpunkt haben sie den Wert 0, dann den Wert 1. Es sei ¢;; der Zeitpunkt,
bei dem die Variable z;;(¢) ihren Wert von 0 auf 1 wechselt. Wir kénnen
dann die Gesamtheit der Zeitpunkte innerhalb der Episoden [0, ¢;] betrachten,
zu denen mindestens eine der zeitverdnderlichen Kovariablen ihren Wert
verindert.! Wir stellen uns vor, daf8 diese Zeitpunkte folgendermafien der
Grofle nach geordnet sind:

0="7io <Tin <-++ < Tyhy—1 < Tiky, =1t

L Es ist klar, da88 zeitverinderliche Kovariablen, die ihre Werte wahrend des Episo-
denverlaufs nicht verdndern, wie zeitunabhingige Kovariablen behandelt werden
konnen.
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Box 8.1 Datensatz 7: Episodensplitting

ID ORG DES TS TF ID SPN ORG DES TS TF
1 0 1 0 10 1 1 0 0 0 3
2 0 0 0 12 1 2 0 0 3 6
1 3 0 1 6 10
2 1 0 0 0 5
2 2 0 0 5 9
2 3 0 0 9 11
2 4 0 0o 11 12
Box 8.2 Datensatz 8: Episodensplitting
ID ORG DES TS TF X ID SPN ORG DES TS TF D
1 0 1 0 10 7 1 1 0 0 0 7 0
2 0 1 0 8 -1 1 2 0 1 7 10 1
3 0 1 0 5 8 2 1 0 1 0 0 1
4 0 0 0 12 9 3 1 0 1 0 5 0
4 1 0 0 0 9 0
4 2 0 0 9 12 1

Dann kann man die Likelihood unter Beriicksichtigung der zeitunabhangigen
und der zeitverdnderlichen Kovariablen folgendermaflen schreiben:

n
= rtilzi,zat), .. wim (t:), 0)*

i=1

G(7ij [ Ti,j—1, 2, Tir (Tijj—1), - o Tim(Tij—1), 0)

ECN
I &
—

Offenbar beriicksichtigt man dadurch fiir jedes Teilstiick des Episodenverlaufs
die dafiir gegebenen aktuellen Werte der Kovariablen.

8.4 Episodensplitting

Die praktische Umsetzung der eben beschriebenen Idee zur Berticksichtigung
zeitverdnderlicher Kovariablen geschieht mit der Methode des Episoden-
splitting. Wir erklaren die Methode zunéchst an einem Datensatz ohne
Berticksichtigung von Kovariablen. Box 8.1 zeigt den Datensatz 7, zunachst
in ungesplitteter Form auf der linken Seite. Es gibt zwei Episoden. Die
Episode fiir das erste Individuum endet mit einem Ereignis, die fiir das
zweite Individuum ist rechts zensiert. Die rechte Seite zeigt, wie die Episoden
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gesplittet worden sind; in diesem Beispiel ganz willkiirlich, die erste Episode
in drei, die zweite in vier Splits.

Box 8.2 zeigt ein zweites Beispiel mit einer zeitverinderlichen Variablen (X);
diese Variable enthélt zunéchst den Zeitpunkt, zu dem die korrespondierende
0-1-Variable (D) ihren Wert von 0 auf 1 verédndert. Die rechte Seite der Box
zeigt dann den gesplitteten Datensatz.

A Ubungen mit R

AUFGABE A.1 Installieren Sie das Programm R. Es gibt Versionen fiir
alle gingigen Betriebssysteme (Linux, Windows, Mac) auf http://cran.
r-project.org/. R ist ein Interpreter, d.h. es fithrt Befehle nach Eingabe aus
und présentiert das Ergebnis. Daher kann man es wie einen Taschenrechner
benutzen: Tippen Sie

> 2+2

antwortet R mit

[1] 4

Hilfe erhélt man mit

> PN

> Pmatrix

> help(log)

etc. Die HTML-Version kann mit

> options(htmlhelp=TRUE)

> help.start()

gestartet werden. Alternativ kann die HTML-Hilfe direkt in einem Browser
geoffnet werden. Sie kénnen R mit

> q0

verlassen. Sie werden dann gefragt, ob Sie den sogenannten ,workspace*
speichern wollen. I.d.R. sollten Sie mit n (no) antworten.

¢

AUFGABE A.2 Die meisten Statistikprogramme benutzen zur Berechnung
numerischer Ausdriicke ,,double precision reals®. Berechnungen in diesem
»Zahlensystem* fithren immer zu Rundungs- und Abschneidefehlern. Die ma-
ximale Genauigkeit dieser Arithmetik entspricht etwa 15 Dezimalstellen. Die
Druckdarstellung der Zahlen kann in R durch options(digits=5) verdndert
werden (7 ist die Voreinstellung). Dies verdndert nicht die Rechengenauigkeit!

a) Berechnen Sie 24+ 3% (4 +5% (6 + 7 (8 +9))), 211, log,(2), und v/333.

AUFGABE A.3 Variable in R konnen beliebige Namen haben, die aber
mit einem Buchstaben beginnen miissen. Grof3- und Kleinschreibung wird
unterschieden. Die Zuweisung von Werten zu Variablen erfolgt durch <-:

a <- 3; a

Die wichtigste Datenstruktur in R ist ein ,Vektor“, eine Liste von Elementen.
Vektoren kénnen durch den Befehl ¢ () erzeugt werden:

a <- c(1,3,5)

b <- c(a,1,a)

Die Lange eines Vektors (die Anzahl seiner Elemente) wird durch length(b)
berechnet. Fast alle Befehle in R sind ,vektorisiert* und operieren auf allen
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Elementen eines Vektors.

sin(a)+1

Wenn Vektoren unterschiedlicher Lénge in einem Ausdruck verwandt werden,
dann werden in den Berechnungen die kiirzeren Vektoren durch Wiederholung
ihrer Werte verlangert, bis sie die Lénge des langsten Vektors erreicht haben.
d <- 2%xa + b +1

AUFGABE A.4 Um mit R zu arbeiten, wird ein Editor bendtigt, in dem man

Programme korrigieren und editieren kann. Wir schlagen vor, mit TINN-R zu

arbeiten (http://www.sciviews.org/Tinn-R/). Installieren Sie TINN-R.
Legen Sie eine Datei mit dem Namen ,test.R“ in einem Arbeitsverzeichnis

an und schreiben Sie die folgenden Kommandos in die Datei:

a <- ¢c(1,3,5); b <= c(a,1,a)

d <- 2xatb+1

sin(d)

Speichern Sie die Datei und versuchen Sie, den Inhalt der Datei aus TINN-R

heraus an R zu senden. Beachten Sie dabei, dal R beim Start zunéchst ein

eigenes Arbeitsverzeichnis wahlt. Sie miissen gegebenenfalls R im Meni

Verzeichnis wechseln Ihr Arbeitsverzeichnis angeben. Der R Befehl

getwd () zeigt das gegenwirtig benutzte Arbeitsverzeichnis an.

AUFGABE A.5 Eine n x m Matrix A besteht aus nm rechteckig angeordneten
Zahlen mit n Zeilen und m Spalten:

a1 ai12 e Qim
A= a21 a2 ce. Qom
an1 an2 cee Qpm

Analog kann man Felder beliebiger Dimension definieren.
Matrizen und Felder beliebiger Dimension werden durch
A <- matrix(c(1,2,3,4), nrow=2, ncol=2)
B <- array(c(1,2,3,4,1,2,3,4), dim=c(2,2,2))
erzeugt.
Im Gegensatz zur mathematischen Sprechweise haben in R Vektoren keine
Dimension, wohl aber Matrizen und Felder.
dim(a); dim(B)
Elementweise Operationen werden auch bei Matrizen und Feldern fiir alle
Elemente gleichzeitig durchgefiihrt:
2%A + 1
C <- matrix(c(3,4,1,2) ,nrow=2)
A+ C
Elemente von Vektoren, Matrizen und Feldern kénnen durch die Angabe
ihrer Indizes angesprochen werden.
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al2]

alc(1,2)]

Al1,1]

Al,1]

c[c>2]

B[1,2,1]

Negative Indizes entfernen die entsprechenden Elemente.
al[-2]

AUFGABE A.6 Listen sind geordnete Mengen von verschiedenen Objekten:
d <- list(a, c(-1,3,5), "Gesundheit"); d

unlist () macht aus einer Liste einen Vektor. Elemente einer Liste kdnnen
durch Angabe ihres Indexes ausgewéahlt werden.

dl1]

dl[1]]

Die erste Form ergibt eine Liste mit den ausgewahlten Elementen, die zweite
Form die ausgewihlten Elemente. Da das erste Element von d ein Vektor ist,
ist

dl[111[2]

das zweite Element des Vektors a. Elemente einer Liste konnen Namen haben.
FEinzelne Elemente einer Liste kdnnen auch iiber ihren Namen ausgewéhlt
werden:

d <- list(eins=a, zwei=c(-1,3,5), drei="Gesundheit")

names (d)

names(d) <- c("alpha", "beta", "Wort")

names(d); d$Wort

AUFGABE A.7 Die Funktion runif () liefert gleichverteilte Pseudozufallszah-
len auf dem 0-1 Intervall. Die Funktion rnorm() berechnet normalverteilte
Pseudozufallszahlen. Insbesondere liefert

X <- runif(100)

100 gleichverteilte Pseudozufallszahlen, die der Variablen mit dem Namen X
zugewiesen werden. Man kann die Startwerte des Zufallszahlengenerators
durch set.seed(n) festlegen, wobei n eine ganze Zahl ist.

a) Erzeugen Sie 100 gleichverteilte Pseudozufallszahlen auf dem Intervall
(_15 1)

b) Erzeugen Sie 100 Pseudozufallszahlen mit Werten in {1, 2} und den
Wahrscheinlichkeiten P({1}) = P({2}) = 0.5. Hinweis: Der Operator X
< Y erzeugt den Wert TRUE, falls X < Y ist, FALSE sonst. as.numeric (X)
verwandelt diese logischen Werte in die Zahlen 1 bzw. 0.
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AUFGABE A.8 sum(), mean(), var(), sd() berechnen die Summe, den
Mittelwert, die Varianz und die Standardabweichung ihrer Argumente. cov()
und cor() berechnen Kovarianzen und Korrelationen. summary () berechnet
die Quartile, den Mittelwert und die Extrema, wenn das Argument der
Funktion ein numerischer Vektor ist. plot () interpretiert die Elemente seiner
Argumente als Koordinaten und malt sie in einem Graphikfenster. hist ()
malt ein Histogram. density() berechnet einen Kern-Dichte-Schétzer der
Daten.

X <- runif(100)

mean (X)

sum(X) /length (X)

var (X)

Y <- X/2 + runif(100)

cov(X,Y)

plot(X,Y)

summary (X)

hist (X)

plot(density (X))

a) Erzeugen Sie zwei Variable wie in den vorletzten Aufgaben mit je 1000
Beobachtungen und berechnen Sie deskriptive Statistiken.

b) Berechnen Sie einen Kern-Dichte-Schétzer fiir die Pseudozufallszahlen
mit der Verteilung F(z) = 1 — exp(—0.52) und zeichnen Sie das
Ergebnis.

¢) Bilden Sie neue Variable durch

X <- rnorm(1000)
Y <- rnorm(1000) + X
Z <= rnorm(1000) + X

Was ist die Korrelation zwischen X und Y? Zwischen Y und Z7

AUFGABE A.9 Erzeugen Sie (etwa mit TINN-R) eine Datei mit den Daten aus
A.1. Schreiben (oder kopieren) Sie auch die erste Zeile mit den Variablennamen
in die Datei. Speichern Sie die Datei unter dem Namen ehal.dat in Threm
Arbeitsverzeichnis. Die Daten kénnen dann in R durch

dat <- read.table("ehal.dat", header=TRUE)

in eine Matrix (genauer: ein data.frame) mit dem Namen dat eingelesen
werden. Die Option header=TRUE steht dabei dafiir, die erste Zeile als die
Namen der entsprechenden Spalten (Variablen) zu interpretieren (der logische
Wert TRUE kann durch T abgekiirzt werden).
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Box A.1 Datei ehal.dat

I DUR  CEN
17
5
22
13
2

9
12

15

0 ~NOo O WwN = O
P O, ORFR K OF

a) Berechnen Sie den Mittelwert der Variablen DUR. Benutzen Sie dazu
den mean() Befehl. Sprechen Sie den Vektor DUR sowohl in der Form
dat$DUR als auch in der Form dat[,2] an.

AUFGABE A.10 Die Ansprache einzelner Variabler in der Form dat$DUR
ist umstandlich, und die Variante dat[,2] ist bei vielen Variablen sehr
fehleranfallig. Man kann die Variablennamen eines data.frame in einer R
Sitzung durch den Befehl

attach(dat)

zuganglich machen. Dadurch wird eine Kopie der Daten erzeugt, fiir die die
Namen der Variablen (Spalten) direkt zugénglich sind.

a) Schicken Sie den Befehl attach(dat) an R. Sie kbnnen anschliefend
direkt auf die Namen der Variablen zugreifen. Versuchen Sie z.B.
mean (DUR).

b) Veréndern Sie den zweiten Wert von DUR zum Wert 2, etwa durch
DUR[2] <- 2
Dies verdndert den Wert in der durch attach() erstellten Kopie der
Daten. Uberpriifen Sie die Werte, indem Sie DUR aufrufen.

¢) Da attach() eine Kopie erstellt, konnen Sie die urspriinglichen Daten
wiedererhalten, ohne sie erneut einzulesen. Probieren Sie:
detach(dat)
dat$DUR[2]

d) Sie iiberschreiben und veréndern die urspriinglichen Daten nur durch
direkten Verweis auf die Elemente der Datenmatrix (oder auf die
Elemente des entsprechenden data.frame).

Versuchen Sie, den Wert von dat[2,1] in einen anderen Wert zu
verdndern. Was passiert, wenn Sie nicht numerische Werte, etwa Worter
oder logische Werte wie T oder F verwenden?
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AUFGABE A.11 In R sind viele spezielle Funktionen und statistische Pro-
zeduren in sogenannte libraries ausgelagert, sowohl um den Uberblick
in den Hilfefunktionen als auch die Entwicklung eigener Programme zu
erleichtern und um Probleme mit méglichen Uberschneidungen mit gleichen
Befehlsnamen zu minimieren. Die grundlegende library fiir Verlaufsdaten
ist die library survival. Sie kénnen ihre Funktionen dem Interpreter von
R zur Verfiigung stellen, indem Sie

library(survival)

eingeben. Ihre wichtigste Funktion ist die Bereitstellung eines Befehls, der die
Angabe der Form zensierter Daten ermdglicht. Im einfachsten Fall mufl nur
angegeben werden, ob eine Zeitstelle als zensiert oder als Ereignis gewertet
werden soll. Das erfolgt durch die Angabe der Form (der Datensatz ehal.dat
sollte attach()ed sein):

library(survival)

s <- Surv(dat$DUR,dat$CEN)

Die Konvention in dieser Angabe ist, dal der Wert 1 (oder TRUE) fiir
unzensierte Beobachtungen steht, der Wert 0 (oder FALSE aber fiir zensierte
Beobachtungen.

a) Untersuchen Sie die Struktur des Objekts s (z.B. mit dem Befehl str (),
welcher die ersten 3-4 Werte der Variablen und ihre Typen darstellt).

b) Der Befehl erg <- survfit(s) berechnet einen Kaplan—-Meier Schét-
zer.

¢) summary (erg) liefert einige erste Ergebnisse. Konnen Sie erkennen,
welche Mafizahlen ausgegeben werden? Wie erhalten Sie die Ereignis-
zeitpunkte aus dem Objekt erg zuriick?

d) Der Befehl plot(erg) ergibt eine Darstellung des Kaplan-Meier-
Schétzers der Survivorfunktion einschieilich der 95% Konfidenzin-
tervalle.

e) Versuchen Sie, das Ergebnis (und damit die Survivorfunktion) zu
plotten (etwa durch plot(erg)).

f) Konnen Sie die Kurven interpretieren?

AUFGABE A.12 Berechnen Sie Ober- und Unterschranken des Kaplan-Meier-
Schétzers, indem Sie entweder annehmen, zensierte Beobachtungen héatten
ein Ereignis genau zur Zeit der Zensur bzw. am Zeitpunkt der spétesten
Boeobachtung.
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AUFGABE A.13 Interpretieren Sie die Daten aus A.1 als links abgeschnitten,
indem Sie nur Falle mit einer Mindestdauer von 10 betrachten. Wie kénnen
solche links abgeschnittene Beobachtungen benutzt werden?

AUFGABE A.14 Wie koénnen zensierte Beobachtungen simuliert werden?
Machen Sie einige Vorschldge und diskutieren Sie das Konzept unabhdngiger
Zensuren.
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