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Sebastian Jeworutzki

21.05.2009

Rev: 185

Sebastian Jeworutzki — Episoden mit mehreren Folgezuständen 1/51
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Einleitung

Bisherige Betrachtungsweise

Arbeitslosigkeitsepisoden

Eheepisoden

Sozialhilfebezugsepisoden . . .

⇒ In der bisherigen Betrachtung wurde immer nur ein möglicher
Folgezustand unterstellt.

⇒ Betrachtung von Episoden mit mehreren Folgezuständen
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Einleitung

Konkurrierende Risiken

Entstanden in der Demographie

Sterbetafeln bei denen zwei oder mehr Arten von Todesfällen
unterschieden wurden

⇒
”
multiple-decrement (live) tables“ oder

”
Multi-Exit-Tafeln“
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Biographieschemata

Geburt

and. Unfall

Krankheit

Flugzeugabsturz

Sebastian Jeworutzki — Episoden mit mehreren Folgezuständen 5/51
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Biographieschemata

Geburt

Hochzeit

Scheidung

Tod
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Hinweise zur Notation

T : Ω→ {0, 1, 2, 3, . . . } Verweildauervariable

n := |Ω| Anzahl aller Personen im Ausgangszu-
stand

nt := |{ω ∈ Ω|T (ω) ≥ t}| Anzahl der Personen, die sich in der Zeit-
stelle t noch im Ausgangszustand befin-
den

wt := |{ω ∈ Ω|T (ω) = t}| Anzahl der Personen, die während der
Zeitstelle t den Ausgangszustand verlas-
sen
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Einleitung

Konkurrierende Risiken

Ausgangspunkt für die weiteren Überlegungen sind
zustandsspezifische Übergangsraten
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Einleitung

verheiratet (nt)

geschieden
verstorben

wt

Rate für das Verlassen des Ausgangszustandes

r(t) =
wt

nt
=

p(t)

G (t)
= 1− G (t + 1)

G (t)

Sebastian Jeworutzki — Episoden mit mehreren Folgezuständen 9/51
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Mehrere Folgezustände

verheiratet (nt)

geschieden

verstorben

wa
t

wb
t

Zustandsspezifische Raten

ra(t) :=
wa

t

nt
=

pa(t)

G (t)
bzw. rb(t) :=

wb
t

nt
=

pb(t)

G (t)

pa(t) := wa

n und pb(t) := wb

n sowie wt = wa
t + wb

t
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Zustandsspezifische Raten

Additivität zustandsspezifischer Raten

Die Rate für das Verlassen des Ausgangszustand entspricht
der Summe der zustandsspezifischen Raten

r(t) = ra(t) + rb(t)

weil r(t) =
wt

nt
=

wa
t + wb

t

nt
=

wa
t

nt
+

wb
t

nt
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Zustandsspezifische Verweildauern

Pseudo-Survivorfunktionen

Definition der Pseudo-Survivorfunktion durch
zustandsspezifische Raten

G̃ a(t) :=
t−1∏

k=0

(1− ra(k))

⇒ Dies ist vergleichbar mit dem Kaplan-Meier-Verfahren: Andere
Folgezustände werden als zensiert betrachtet.
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Pseudo-Survivorfunktion

t wa
t wb

t

nt ra(t) G̃a(t)

0 200 100

1210 0,165 1,000

1 200 100

910 0,220 0,835

2 100 50

610 0,164 0,651

3 100 50

460 0,217 0,544

4 50 80

310 0,161 0,426

5 30 60

180 0,167 0,357

6 30 60

90 0,333 0,298

7 0 0

0 0,000 0,199

710 500

Tab. Beipielrechnung: Pseudo-Survivorfunktion
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Pseudo-Survivorfunktion

t wa
t wb
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Zustandsspezifische Verweildauern

Problem: Die Funktion liefert nicht die Verteilung der
Verweildauern bis zum Erreichen des Folgezustands a, da die
Risikomenge nt auch Personen umfasst, die in den Zustand b
wechseln

Gesucht ist aber eine Survivorfunktion für die Gesamtheit Ωa, also
für alle Personen, die in den Zustand a wechseln.

Anzahl der Mitglieder von Ωa

na :=
∑∞

t=0 wa
t

Verweildauer bis zum erreichen des Folgezustandes a

T a : Ωa → {0, 1, 2, 3, . . . }
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Zustandsspezifische Survivorfunktion

Zustandsspezifische Survivorfunktion

G a(t) :=
∞∑

k=t

wa
k

na

=1−
t−1∑

k=0

wa
k

na

=
t−1∏

k=0

(
1−

wa
k

na

G a(k)

)

Problem: Zur Berechnung von
G a(t) muss na bis zum Ende
der Prozesszeit bekannt sein.

In der praktischen Anwendung
ist der Anteil der Personen, die
bis zum Ende der Prozesszeit
in den Zustand a gewechselt
sind, oft unbekannt (na/n)
(bspw. teilw. rechts zensierte
Daten)

Interpretation: G a(t) gibt den Anteil der Personen aus Ωa an, die
bis zur Zeitstelle a nicht in den Folgezustand a gewechselt haben.
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Zustandsspezifische & Pseudo-Survivorfunktion

Zustandsspezifische Survivorfunktion

G̃ a(t) :=
t−1∏

k=0

(1− ra(k)) 6= G a(t) :=
t−1∏

k=0

(
1−

wa
k

na

G a(k)

)

Aufgrund dieser Beschränkungen wird oftmals die
Pseudo-Survivorfunktion G̃ a berechnet.
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Zustandsspezifische Survivorfunktion

t wa
t wb

t

Ga(t) Gb(t)

0 200 100

1,000 1,000

1 200 100

0,718 0,800

2 100 50

0,437 0,600

3 100 50

0,296 0,500

4 50 80

0,155 0,400

5 30 60

0,085 0,240

6 30 60

0,042 0,120

7 0 0

0,000 0,000

710 500

Tab. Beipielrechnung: Zustandsspezifische Survivorfunktionen
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Zustandsspezifische Survivorfunktion

t wa
t wb

t Ga(t) Gb(t)
0 200 100 1,000 1,000
1 200 100 0,718 0,800
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Wiederholung

zustandsspezifische Survivorfunktion G a(t) gibt den Anteil der
Personen an, die bis zur Zeitstelle t noch nicht in den
Endzustand a gewechselt sind, bezogen auf die
Gesamtzahl der Personen die in den Zustand a
wechseln

Pseudo-Survivorfunktion 1− G̃ a(t) gibt näherungsweise den Anteil
der Personen an, die bis zum Zeitstelle t in den
Zustand a gewechselt sind.
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Zustandsspezifische Survivorfunktionen

●

●

●

●

●

●

●

●

0 1 2 3 4 5 6 7

0

0.5

1 ●

●

●

●

●

●

●

●

G
~

b

G
~

a

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

Gb

Ga

Abb. 14-1 Survivorfunktionen G a und G b für die Beispieldaten.
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Anteilsfunktion

Eine alternative Möglichkeit Wechsel in verschiedene Folgezustände
zu betrachten, ist die Berechnung von Anteilsfunktionen.

Anteilsfunktion

Ha(t) :=
1

n

t−1∑

k=0

wa
k =

t−1∑

k=0

pa(k) =
t−1∑

k=0

ra(k)G (k)

Interpretation: Ha(t) gibt den Anteil der Personen an der
Ausgangsgesamtheit an, die bis zur Zeitstelle t in den Folgezustand
a gewechselt haben.
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Anteilsfunktion

H(t) =

t wa
t wb

t

Ha(t) Hb(t) Ha(t) + Hb(t)

0 200 100

0,000 0,000 0,000

1 200 100

0,165 0,083 0,248

2 100 50

0,331 0,165 0,496

3 100 50

0,413 0,207 0,620

4 50 80

0,496 0,248 0,744

5 30 60

0,537 0,314 0,851

6 30 60

0,562 0,364 0,926

7 0 0

0,587 0,413 1,000

710 500

Tab. Anteilsfunktion
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Anteilsfunktion

H(t) =

t wa
t wb

t Ha(t) Hb(t)

Ha(t) + Hb(t)

0 200 100 0,000 0,000

0,000

1 200 100 0,165 0,083

0,248

2 100 50 0,331 0,165

0,496

3 100 50 0,413 0,207

0,620

4 50 80 0,496 0,248

0,744

5 30 60 0,537 0,314

0,851

6 30 60 0,562 0,364

0,926

7 0 0 0,587 0,413

1,000

710 500

Tab. Anteilsfunktion
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Anteilsfunktion

H(t) =
t wa

t wb
t Ha(t) Hb(t) Ha(t) + Hb(t)

0 200 100 0,000 0,000 0,000
1 200 100 0,165 0,083 0,248
2 100 50 0,331 0,165 0,496
3 100 50 0,413 0,207 0,620
4 50 80 0,496 0,248 0,744
5 30 60 0,537 0,314 0,851
6 30 60 0,562 0,364 0,926
7 0 0 0,587 0,413 1,000

710 500

Tab. Anteilsfunktion & Additivität der Anteilsfunktion
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Anteils- & Pseudo-Survivorfunktion
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Abb. 14-1 Anteilsfunktion Ha,b und Pseudo-Survivorfunktion 1− G̃ a,b für

die Beispieldaten.
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Anteils- & Pseudo-Survivorfunktion

Vergleich mit der Pseudo-Survivorfunktion

Ha(t) =1−
t−1∏

k=0

(
1− wa

k

n̄a
k

)

1− G̃ a(t) =1−
t−1∏

k=0

(
1− wa

k

nk

)

Ha(t) ≤ 1− G̃ a(t)

Problem: Abhängig von wb/n überschätzt 1− G̃ a(t) den Anteil
von Personen, die in den Zustand a wechseln beliebig.
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Anteils- & Pseudo-Survivorfunktion

t wa
t wb

t nt n̄a
t wa

t /n̄
a
t 1− wa

t
n̄a

t
Ha(t)

0 200 100 1210 1210 0,165 0,835 0,000
1 200 100 910 1010 0,198 0,802 0,165
2 100 50 610 810 0,123 0,877 0,331
3 100 50 460 710 0,141 0,859 0,413
4 50 80 310 610 0,082 0,918 0,496
5 30 60 180 560 0,054 0,946 0,537
6 30 60 90 530 0,057 0,943 0,562
7 0 0 0 500 0,587

710 500

1210
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Anteilsfunktion & zustandsspezifische Survivorfunktion

Anteilsfunktion & zustandsspezifische Survivorfunktion

G a(t) = 1−
t−1∑

k=0

wa
k

na
= 1−

t−1∑

k=0

wa
k

n

n

na
= 1− n

na
Ha(t)
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Zensierte Daten

Ausgangsüberlegung: Wenn die zustandsspezifischen Raten r j(t)
und die Survivorfunktion G (t) geschätzt werden können, kann
daraus auch die Anteilsfunktion geschätzt werden.

Schätzung der Anteilfsfunktion

Ha(t) =
t−1∑

k=0

pa(k) =
t−1∑

k=0

ra(k)G (k)
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Zensierte Daten

t wa
t wb

t w z
t nt ra(t) rb(t) r(t)

0 80 50 20 500 0,160 0,100 0,260
1 80 50 20 350 0,229 0,143 0,371
2 50 25 15 200 0,250 0,125 0,375
3 40 25 10 110 0,364 0,227 0,591
4 25 5 5 35 0,714 0,143 0,857

275 155 70

500

Tab. Beipielrechnung: Anteilsfunktion mit zensierten Daten
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Zensierte Daten

t G (t) pa pb Ha(t) Hb(t)

0 1,000 0,160 0,100 0,000 0,000
1 0,740 0,169 0,106 0,160 0,100
2 0,465 0,116 0,058 0,329 0,206
3 0,291 0,106 0,066 0,445 0,264
4 0,119 0,085 0,017 0,551 0,330

0,017 0,000 0,000 0,636 0,347

Tab. Beipielrechnung: Anteilsfunktion mit zensierten Daten
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Durchschnittliche Verweildauern

Durchschnittliche Verweildauern

M(T ) =
∞∑

t=0

t (G (t)− (G (t + 1)) =
∞∑

t=0

tp(t)

Durchschnittliche Verweildauer bis zur maximalen Verweildauer t0

M(T |T < t0) =

t0−1∑

t=0

t
G (t)− (G (t + 1)

1− G (t0)
=

t0−1∑

t=0

t
p(t)∑t0−1

t=0 p(t)
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Durchschnittliche Verweildauern

Durchschnittliche Verweildauern

M(T ) =
∞∑

t=0

t (G (t)− (G (t + 1)) =
∞∑

t=0

tp(t)

Durchschnittliche Verweildauer bis zur maximalen Verweildauer t0

M(T |T < t0) =

t0−1∑

t=0

t
G (t)− (G (t + 1)

1− G (t0)
=

t0−1∑

t=0

t
p(t)∑t0−1

t=0 p(t)
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Zustandsspezifische durchschnittliche Verweildauern

Um durchschnittliche Verweildauern bis zum Wechsel in eine
spezifischen Zustand zu berechnen, benötigt man die
zustandsspezifische Survivorfunktion G j .

Berechnung durchschnittlicher zustandsspezifischer Verweildauern

M(T a|T a < t0) =

t0−1∑

t=0

t
G a(t)− (G a(t + 1)

1− G a(t0)
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Durchschnittliche Verweildauern

t G a(t)

pa(t)

0 1,000

0,282

1 0,718

0,282

2 0,437

0,141

3 0,296

0,141

4 0,155

0,070

5 0,085

0,042

6 0,042

0,042

7 0,000

0,000

pa(t) = G a(t)− G a(t + 1)

M(T a|T a < t0) =

t0−1∑

t=0

t
G a(t)− (G a(t + 1)

1− G a(t0)

M[T a|T a < 4]

=
0 · 0, 282 + 1 · 0, 282 + 2 · 0, 141 + 3 · 0, 141

1− 0, 155

= 1, 167
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Gliederung Einleitung Wiederholung Zensierte Daten Durchschnittliche Verweildauern Retrospektiv- und Periodendaten

Durchschnittliche Verweildauern

t G a(t) pa(t)

0 1,000 0,282
1 0,718 0,282
2 0,437 0,141
3 0,296 0,141
4 0,155 0,070
5 0,085 0,042
6 0,042 0,042
7 0,000 0,000

pa(t) = G a(t)− G a(t + 1)

M(T a|T a < t0) =

t0−1∑

t=0

t
G a(t)− (G a(t + 1)

1− G a(t0)

M[T a|T a < 4]

=
0 · 0, 282 + 1 · 0, 282 + 2 · 0, 141 + 3 · 0, 141

1− 0, 155

= 1, 167

Sebastian Jeworutzki — Episoden mit mehreren Folgezuständen 32/51



Gliederung Einleitung Wiederholung Zensierte Daten Durchschnittliche Verweildauern Retrospektiv- und Periodendaten

Zustandsspezifische durchschnittliche Verweildauern

Ist die zustandsspezifische Survivorfunktion nicht bekannt, kann
oftmals die durchschnittliche Beuzugsdauer bis zur Verweildauer to
aus der Anteilsfunktion berechnet werden.

Berechnung durchschnittlicher zustandsspezifischer Verweildauer
aus der Anteilsfunktion

M(T a|T a < t0) =

t0−1∑

t=0

t
Ha(t + 1)− Ha(t)

Ha(t0)

=

∑t0−1
t=0 t wa

t∑t0−1
t=0 wa

t
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Zustandsspezifische durchschnittliche Verweildauern

t Ha(t)

pa(t) tpa(t)

0 0,000

0,160 0,000

1 0,160

0,169 0,169

2 0,329

0,116 0,233

3 0,445

0,106 0,317

4 0,551

0,085 0,340

5 0,636

∑
1,059

pa(t) = Ha(t + 1)−Ha(t)

M(T a|T a < 5) =1, 059/0, 636

=1, 664
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Gliederung Einleitung Wiederholung Zensierte Daten Durchschnittliche Verweildauern Retrospektiv- und Periodendaten

Retrospektivdaten

Mögliche Beobachtungen einer Retrospektivbefragung zu
Ehedauern:

a) Ehen, bei denen bis zum Interviewzeitpunkt eine Scheidung
stattgefunden hat

b) Ehen, bei denen bis zum Interviewzeitpunkt einer der
Ehepartner gestorben ist

c) Ehen, die zum Interviewzeitpunkt noch bestehen (rechts
zensierte Beobachtungen)

⇒ Mit dem Kaplan-Meier Verfahren können Anteilsfunktionen
berechnet werden

⇒ Bei der Interpretation muss beachtet werden, dass die Daten
nur Informationen über Ehen liefern, bei denen mindestens ein
Partner bis zur Befragung überlebt hat.
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Gliederung Einleitung Wiederholung Zensierte Daten Durchschnittliche Verweildauern Retrospektiv- und Periodendaten

Retrospektivdaten

Mögliche Beobachtungen einer Retrospektivbefragung zu
Ehedauern:

a) Ehen, bei denen bis zum Interviewzeitpunkt eine Scheidung
stattgefunden hat

b) Ehen, bei denen bis zum Interviewzeitpunkt einer der
Ehepartner gestorben ist

c) Ehen, die zum Interviewzeitpunkt noch bestehen (rechts
zensierte Beobachtungen)

⇒ Mit dem Kaplan-Meier Verfahren können Anteilsfunktionen
berechnet werden

⇒ Bei der Interpretation muss beachtet werden, dass die Daten
nur Informationen über Ehen liefern, bei denen mindestens ein
Partner bis zur Befragung überlebt hat.

Sebastian Jeworutzki — Episoden mit mehreren Folgezuständen 35/51
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Gliederung Einleitung Wiederholung Zensierte Daten Durchschnittliche Verweildauern Retrospektiv- und Periodendaten

Periodendaten

Periodendaten

In der amtlichen Statistik sind meist nur Periodendaten, die
sich auf Kalenderjahre beziehen, ausgewiesen

Über Veränderungsraten könne Verweildauervariablen
konstruiert werden

Sebastian Jeworutzki — Episoden mit mehreren Folgezuständen 36/51



Gliederung Einleitung Wiederholung Zensierte Daten Durchschnittliche Verweildauern Retrospektiv- und Periodendaten

Periodendaten für einzelne Kalenderdaten

nj ,t := Anzahl der Ehen, die im Kalenderjahr j eine Dauer von t
Jahren hatten.

wa
j ,t := Anzahl der Ehen, die im Kalenderjahr j eine Dauer von t

Jahren hatten und in diesem Kalenderjahr geschieden wurden

Ehedauerspezifische Scheidungsraten

qa
j (t) := wa

j ,t/nj ,t

Anteil derjenigen Ehen, die zur Zeitstelle t geschieden wurden,
bezogen auf alle Ehen die mindestens bis zur Zeitstelle t bestehen.
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Gliederung Einleitung Wiederholung Zensierte Daten Durchschnittliche Verweildauern Retrospektiv- und Periodendaten

Pseudo-Survivorfunktion

Ğ a
j (t) :=

t−1∏

k=0

(1− qa
j (t)) in der Periodenbetrachtung

G̃ a
j (t) :=

t−1∏

k=0

(1− qa
j+k(t)) in der Quasi-Kohortenbetrachtung
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Gliederung Einleitung Wiederholung Zensierte Daten Durchschnittliche Verweildauern Retrospektiv- und Periodendaten

Ehedauerspezifischen Scheidungsziffern

Ehedauerspezifischen Scheidungsziffern

pa
j (t) := wa

j ,t/nj−t,0

Anteil der Scheidungen, die im Jahr j bei Ehen mit einer bisherigen
Dauer von t Jahren aufgetreten sind, bezogen auf die Anzahl der
Eheschließungen im Jahr j − t bezogen

Anteilsfunktion

H̆a
j (t) :=

t−1∑

k=0

pa
j (k) in der Periodenbetrachtung

Ha
j (t) :=

t−1∑

k=0

pa
j+k(k) in der Quasi-Kohortenbetrachtung
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Kumulierte ehedauerspezifische Scheidungsziffern aus
Periodendaten

266 14 EPISODEN MIT MEHREREN FOLGEZUSTÄNDEN

Tabelle 14-3 Ehedauerspezifische Scheidungsziffern für das Jahr 1999, multi-
pliziert mit 1000 (Statistisches Bundesamt 1999: 268).

t pa
1999(t) t pa

1999(t) t pa
1999(t) t pa

1999(t)

0 0.3 7 25.7 14 13.8 21 7.7
1 3.5 8 22.9 15 12.6 22 7.0
2 13.4 9 21.6 16 11.3 23 6.2
3 19.2 10 20.6 17 10.5 24 5.6
4 24.2 11 17.9 18 9.8 25 5.1
5 27.2 12 16.1 19 9.3
6 27.1 13 15.0 20 8.5

1990 geschlossen wurden. Andererseits kennt man aus früheren Erhebun-
gen die Anzahl der Ehen, die 1990 geschlossen wurden, nämlich 516388.
So erhält man pa

1999(9) = 11139/516388 = 0.0216. Ein Problem besteht
offenbar darin, dass in einer Gesellschaft mit Zu- und Abwanderung die
Ehen, die im Jahr j bei einer Dauer von t geschieden werden, keine Teil-
menge derjenigen Ehen sind, die im Jahr j − t geschlossen wurden.10 Ist
man jedoch bereit, von diesem Problem in erster Näherung zu abstrahie-
ren, liefern ehedauerspezifische Scheidungsziffern eine durchaus sinnvolle
Möglichkeit, um zu schätzen, wieviele Ehen eines Eheschließungsjahrgangs
in einer Scheidung enden. Ausgehend von den Ehen, die im Jahr j geschlos-
sen worden sind, ist der Anteil der bis zu einer Ehedauer von t geschiedenen
Ehen

Ha
j (t) :=

1
nj,0

∑t−1
k=0 wa

j+k,k =
∑t−1

k=0 pa
j+k(k)

Zur Berechnung benötigt man natürlich die ehedauerspezifischen Schei-
dungsziffern für eine Folge von Jahren. Kennt man sie bis zum Jahr 1999,
könnte man z.B. Ha

1974(26) berechnen, also – unter der genannten Ein-
schränkung – den Anteil der 1974 geschlossenen Ehen, die bis zum Ende
des Jahres 1999 geschieden worden sind. Abb. 14-3 zeigt diese Funktion
Ha

1974 als durchgezogene Linie.11 Andererseits könnte man auch eine hypo-
thetische Betrachtung anstellen, bei der man von den ehedauerspezifischen
Scheidungsziffern eines bestimmten Kalenderjahrs ausgeht, also

H̆a
j (t) :=

∑t−1
k=0 pa

j (k)

berechnet. Mit den Angaben aus Tabelle 14-3 findet man z.B. H̆a
1999(26) =

0.362. Unter Zugrundelegung der Scheidungsziffern des Jahres 1999 wür-
den also bei einem hypothetischen Eheschließungsjahrgang bis zu einer

10Eine weitere Fehlerquelle für Deutschland ist die Gebietsveränderung seit 1990.

11Die Daten entstammen der Tabelle VIII B/181 des Statistischen Bundesamts, die uns
freundlicherweise von Herrn H.-P. Bosse zur Verfügung gestellt wurde.
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Abb. 14-3 Kumulierte ehedauerspezifische Scheidungsziffern (multipliert
mit 1000).

Ehedauer von einschließlich 25 Jahren 36.2% der Ehen geschieden werden.
Abb. 14-3 zeigt die entsprechende Funktion als gestrichelte Linie.

8. Scheidungen und Todesfälle. In § 4 wurde gezeigt, dass es sehr große Dif-
ferenzen zwischen der Pseudo-Survivorfunktion G̃a und der Anteilsfunk-
tion Ha geben kann. Wie groß die Unterschiede sind, hängt insbesondere
von den Häufigkeiten ab, mit denen die unterschiedlichen Folgezustände
auftreten, und von ihrer zeitlichen Lagerung in der Prozesszeitachse. In
diesem Paragraph untersuchen wir das Problem bei Ehedauern, wobei die
Ehen entweder durch eine Scheidung oder durch den Tod eines Ehepartners
enden können. Zuerst konstruieren wir mit Hilfe von Periodendaten der
amtlichen Statistik einen hypothetischen Entwicklungsprozess für Ehen,
dann verwenden wir diese Daten, um die unterschiedlichen Funktionen zu
vergleichen.

Wir beziehen uns auf Ehen, die 1999 in Deutschland geschlossen wur-
den, insgesamt 430674 (Statistisches Bundesamt 1999: 258). In der Quelle
findet man auch eine Aufgliederung dieser Ehen nach dem Alter des Man-
nes und der Frau bei der Heirat. Es sei nτ,τ ′ die Anzahl der Ehen, die
1999 geschlossen wurden, bei denen der Mann bei der Heirat τ Jahre und
die Frau τ ′ Jahre alt war. Im weiteren beschränken wir uns auf diejeni-
gen Ehen, bei denen die Altersangaben nicht gruppiert, sondern in Jahren
ausgewiesen sind:

n :=
∑64

τ=18

∑54
τ ′=18 nτ,τ ′ = 414030

Es sei nt die Anzahl der Ehen, die bei einer Ehedauer von t Jahren noch
bestehen. Anfangs ist n0 = n. Ehen können durch Scheidungen oder durch
den Tod eines Ehepartners enden. Die Scheidungen simulieren wir mit

Abb. 14-3 Kumulierte ehedauerspezifische Scheidungsziffern (multipliziert

mit 1000).

Sebastian Jeworutzki — Episoden mit mehreren Folgezuständen 40/51



Gliederung Einleitung Wiederholung Zensierte Daten Durchschnittliche Verweildauern Retrospektiv- und Periodendaten

Pseudo-Survivorfunktionen und Anteilsfunktion

Deutliche Unterschiede zwischen Pseudo-Survivorfunktion und
Anteilsfunktion bei mehren Folgezuständen

Die größe der Differenz hängt ab von:

Häufigkeiten der unterschiedlichen Folgezustände
und deren Verteilung bezogen auf die Prozesszeitachse

⇒ Betrachtung anhand von Scheidungen und Todesfällen
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Scheidungen und Todesfälle

Konstruierte Daten:

Eheschließungen 1999 gegliedert nach Alter der Ehepartner
bei der Heirat

Es liegen Angaben zu n :=
∑64

τ=18

∑54
τ ′=18 nτ,τ ′ = 414 030

Ehen vor (τ ist das Alter des Mannes, τ ′ das Alter der Frau bei der

Heirat)

nt ist die Anzahl der Ehen, die bei einer Ehedauer von t
Jahren noch bestehen (n0 = n)

Die Ehen können durch Scheidung oder durch den Tod eines
Partners enden.
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Gliederung Einleitung Wiederholung Zensierte Daten Durchschnittliche Verweildauern Retrospektiv- und Periodendaten

Konstruktion der Daten

Scheidungen

Für die Ehedauern bis 25 Jahren werden die Scheidungsziffern p(t)
für das Jahr 1999 verwendet.
Für Ehedauern größer 25 wird eine konstante Scheidungsrate
(q(25)) verwendet.

Tod eines Ehepartners

Alters- und geschlechtsspezifische Sterbraten für das Jahr 1999
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Gliederung Einleitung Wiederholung Zensierte Daten Durchschnittliche Verweildauern Retrospektiv- und Periodendaten

Konstruktion der Daten

Altersspezifische Sterberaten

δfτ :=
d f

1999,τ

n̄1999,τ

δmτ :=
Anzahl der 1999 gestorbenen Männer im Alter τ

jahresdurchschnittliche Anzahl von Männern im Alter τ

Für δ95 wird eine Rate von 1 angenommen
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Gliederung Einleitung Wiederholung Zensierte Daten Durchschnittliche Verweildauern Retrospektiv- und Periodendaten

Konstruktion der Daten

Anzahl der durch Tod eines Partners beendeten Ehen

wb
τ,τ ′,t := nτ,τ ′,t(δmτ+t + δfτ ′+t − δmτ+tδ

f
τ ′+t)

insgesamt also

wb
t :=

64∑

τ=18

54∑

τ=18

wb
τ,τ ′,t
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Gliederung Einleitung Wiederholung Zensierte Daten Durchschnittliche Verweildauern Retrospektiv- und Periodendaten

Konstruktion der Daten

Anzahl der durch Scheidung beendeten Ehen

für t ≤ 25

wa
τ,τ ′,t := nτ,τ ′,0p

a
1999(t)

für t > 25

wa
τ,τ ′,t := nτ,τ ′,t

wa
τ,τ ′,25

nτ,τ ′,25
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Gliederung Einleitung Wiederholung Zensierte Daten Durchschnittliche Verweildauern Retrospektiv- und Periodendaten

Konstruktion der Daten

Anzahl der Ehen zur Zeitstelle t

nτ,τ ′,t+1 = nτ,τ ′,t − wa
τ,τ ′,t − wb

τ,τ ′,t

Aggregation über τ und τ ′
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Scheidungen und Todesfälle
268 14 EPISODEN MIT MEHREREN FOLGEZUSTÄNDEN

Tabelle 14-4 Hypothetischer Entwicklungsprozess von 414030 Ehen, die 1999
geschlossen wurden. Zu den Annahmen vgl. man die Erläuterungen im Text.

t nt wa
t wb

t t nt wa
t wb

t

0 414030 124 947 26 210791 2056 3767
1 412959 1449 1010 27 204968 1999 3952
2 410500 5548 1080 28 199017 1941 4137
3 403872 7949 1147 29 192940 1882 4323
4 394775 10020 1215 30 186735 1821 4510
5 383540 11262 1283 31 180403 1759 4698
6 370995 11220 1350 32 173946 1696 4885
7 358425 10641 1421 33 167365 1632 5069
8 346364 9481 1496 34 160664 1567 5248
9 335387 8943 1578 35 153849 1500 5421

10 324865 8529 1667 36 146928 1433 5583
11 314670 7411 1758 37 139913 1365 5733
12 305501 6666 1857 38 132816 1295 5868
13 296978 6210 1963 39 125652 1225 5989
14 288805 5714 2074 40 118438 1155 6086
15 281017 5217 2191 41 111196 1084 6162
16 273610 4679 2309 42 103950 1014 6209
17 266622 4347 2436 43 96728 943 6231
18 259839 4057 2567 44 89554 873 6224
19 253214 3850 2703 45 82456 804 6183
20 246661 3519 2840 46 75469 736 6108
21 240302 3188 2981 47 68625 669 5993
22 234133 2898 3128 48 61962 604 5840
23 228107 2567 3280 49 55519 541 5646
24 222260 2319 3438 50 49331 481 5411
25 216504 2112 3601 51 43439

Hilfe der in Tabelle 14-1 angegebenen Scheidungsziffern für 1999. Um den
Simulationszeitraum über 25 Jahre hinaus ausdehnen zu können, wird für
t > 25 eine konstante Ehescheidungsrate angenommen, die dem Wert für
t = 25 entspricht.12

Um zu simulieren, dass Ehen auch durch den Tod eines Ehepartners
enden können, verwenden wir die alters- und geschlechtsspezifischen Ster-

12Für unsere Zwecke wäre es zwar besser, von vornherein ehedauerspezifische Schei-
dungsraten zu verwenden; solche Scheidungsraten werden jedoch vom Statistischen
Bundesamt nicht publiziert, da es für die Gliederung der Ehen nach ihrer Dauer keine
Periodendaten gibt.
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Abb. 14-4 Absolute Häufigkeiten von Ehen, die durch eine Scheidung
oder durch den Tod eines Ehepartners beendet wurden, entsprechend den
Daten in Tabelle 14-4.

beraten des Jahres 1999:

δm
τ :=

Anzahl der 1999 gestorbenen Männer im Alter τ

jahresdurchschnittliche Anzahl von Männern im Alter τ

δf
τ :=

Anzahl der 1999 gestorbenen Frauen im Alter τ

jahresdurchschnittliche Anzahl von Frauen im Alter τ

Da uns geeignete Daten nur bis zu einem Alter von 94 Jahren zur Ver-
fügung stehen,13 nehmen wir an, dass die Sterberaten im Alter 95 den
Wert 1 haben. In unserem simulierten Datensatz sterben also alle Personen
spätestens im Alter von 95 Jahren.

Es sei nun nτ,τ ′,t die Anzahl der Ehen bei einer Ehedauer von t Jahren,
bei denen bei der Heirat der Mann τ und die Frau τ ′ Jahre alt gewesen
sind. Von diesen Ehen enden

wb
τ,τ ′,t := nτ,τ ′,t (δm

τ+t + δf
τ ′+t − δm

τ+tδ
f
τ ′+t)

durch den Tod mindestens eines Ehepartners. Insgesamt enden also bei
einer Ehedauer von t Jahren

wb
t :=

∑64
τ=18

∑54
τ ′=18 wb

τ,τ ′,t

Ehen durch den Tod eines Ehepartners. Außerdem treten Scheidungen auf.
Wenn t ≤ 25 ist, gibt es

wa
τ,τ ′,t := nτ,τ ′,0 pa

1999(t)

13Die erforderlichen Daten haben wir den Segmenten 685 und 1124-26 der STATIS
Datenbank des Statistischen Bundesamts entnommen.

Abb. 14-4 Absolute Häufigkeiten von Ehen, die durch eine Scheidung oder

durch den Tod eines Ehepartners beendet wurden, entsprechend den Daten

in Tabelle 14-4.
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Scheidungen und Todesfälle
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Abb. 14-5 Anteilsfunktion Ha (durchgezogene Linie) und Pseudo-Survi-
vorfunktion 1− G̃a (gestrichelte Linie) für die Daten in Tabelle 14-4

Scheidungen, wobei pa
1999(t) die Scheidungsziffer für 1999 bei einer Ehe-

dauer von t Jahren ist; und wenn t > 25 ist, gibt es

wa
τ,τ ′,t := nτ,τ ′,t

wa
τ,τ ′,25

nτ,τ ′,25

Scheidungen. Somit kann man den Bestand der Ehen auf folgende Weise
fortschreiben:

nτ,τ ′,t+1 = nτ,τ ′,t − wa
τ,τ ′,t − wb

τ,τ ′,t

Durch Aggregation gewinnt man die in Tabelle 14-4 angegebenen Zahlen.
Abb. 14-4 zeigt, wie sich die Häufigkeiten von Ehelösungen durch Schei-
dung bzw. durch den Tod eines Ehepartners bis zu einer Ehedauer von 50
Jahren verteilen.

Die Daten in Tabelle 14-4 können verwendet werden, um Anteils- und
Pseudo-Survivorfunktionen zu berechnen. Abb. 14-5 zeigt als durchgezo-
gene Linie die Funktion Ha und als gestrichelte Linie die Funktion 1− G̃a.
Man erkennt, dass die Unterschiede bei Ehedauern bis zu 20 Jahren nur
klein sind, dann jedoch mit zunehmender Ehedauer immer größer werden.
Die Pseudo-Survivorfunktion suggeriert sogar die sicherlich falsche Vor-
stellung, dass bis zu einer Ehedauer von etwa 47 Jahren die Hälfte aller
Ehen durch eine Scheidung beendet wurde.
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Abb. 14-6 Anteilsfunktion Hb (durchgezogene Linie) und Pseudo-
Survivorfunktion 1− G̃b (gestrichelte Linie) für die Daten in Tabelle 14-4.
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Abb. 14-7 Anteilsfunktionen Ha (unterer Linie) und Ha + Hb (obere
Linie) für die Daten in Tabelle 14-4.

Noch deutlicher werden die Diskrepanzen, wenn man sich für diejenigen
Ehen interessiert, die nicht durch eine Scheidung sondern durch den Tod
eines Ehepartners enden. Abb. 14-6 zeigt wiederum die Anteilsfunktion Hb

und die Pseudo-Survivorfunktion 1− G̃b.
Da Anteilsfunktionen im Unterschied zu Pseudo-Survivorfunktionen

additiv sind, können sie sinnvoll zusammengefasst werden. Das wird in
Abb. 14-7 illustriert. Die Abbildung zeigt, wie sich in Abhängigkeit von
der Ehedauer die Gesamtheit der jeweils bisherigen Ehelösungen auf Schei-
dungen und den Tod eines Ehepartners verteilt.

Abb. 14-5 Anteilsfunktion Ha (durchgezogene Linie) und Pseudo-

Survivorfunktion 1 - G̃ a (gestrichelte Linie) für die Daten in Tabelle 14-4.
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Gliederung Einleitung Wiederholung Zensierte Daten Durchschnittliche Verweildauern Retrospektiv- und Periodendaten

Scheidungen und Todesfälle

270 14 EPISODEN MIT MEHREREN FOLGEZUSTÄNDEN
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Abb. 14-5 Anteilsfunktion Ha (durchgezogene Linie) und Pseudo-Survi-
vorfunktion 1− G̃a (gestrichelte Linie) für die Daten in Tabelle 14-4
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Scheidungen. Somit kann man den Bestand der Ehen auf folgende Weise
fortschreiben:

nτ,τ ′,t+1 = nτ,τ ′,t − wa
τ,τ ′,t − wb

τ,τ ′,t

Durch Aggregation gewinnt man die in Tabelle 14-4 angegebenen Zahlen.
Abb. 14-4 zeigt, wie sich die Häufigkeiten von Ehelösungen durch Schei-
dung bzw. durch den Tod eines Ehepartners bis zu einer Ehedauer von 50
Jahren verteilen.

Die Daten in Tabelle 14-4 können verwendet werden, um Anteils- und
Pseudo-Survivorfunktionen zu berechnen. Abb. 14-5 zeigt als durchgezo-
gene Linie die Funktion Ha und als gestrichelte Linie die Funktion 1− G̃a.
Man erkennt, dass die Unterschiede bei Ehedauern bis zu 20 Jahren nur
klein sind, dann jedoch mit zunehmender Ehedauer immer größer werden.
Die Pseudo-Survivorfunktion suggeriert sogar die sicherlich falsche Vor-
stellung, dass bis zu einer Ehedauer von etwa 47 Jahren die Hälfte aller
Ehen durch eine Scheidung beendet wurde.
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Abb. 14-6 Anteilsfunktion Hb (durchgezogene Linie) und Pseudo-
Survivorfunktion 1− G̃b (gestrichelte Linie) für die Daten in Tabelle 14-4.
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Abb. 14-7 Anteilsfunktionen Ha (unterer Linie) und Ha + Hb (obere
Linie) für die Daten in Tabelle 14-4.

Noch deutlicher werden die Diskrepanzen, wenn man sich für diejenigen
Ehen interessiert, die nicht durch eine Scheidung sondern durch den Tod
eines Ehepartners enden. Abb. 14-6 zeigt wiederum die Anteilsfunktion Hb

und die Pseudo-Survivorfunktion 1− G̃b.
Da Anteilsfunktionen im Unterschied zu Pseudo-Survivorfunktionen

additiv sind, können sie sinnvoll zusammengefasst werden. Das wird in
Abb. 14-7 illustriert. Die Abbildung zeigt, wie sich in Abhängigkeit von
der Ehedauer die Gesamtheit der jeweils bisherigen Ehelösungen auf Schei-
dungen und den Tod eines Ehepartners verteilt.

Abb. 14-6 Anteilsfunktion Hb (durchgezogene Linie) und Pseudo-

Survivorfunktion 1 - G̃ b (gestrichelte Linie) für die Daten in Tabelle 14-4.
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Abb. 14-5 Anteilsfunktion Ha (durchgezogene Linie) und Pseudo-Survi-
vorfunktion 1− G̃a (gestrichelte Linie) für die Daten in Tabelle 14-4

Scheidungen, wobei pa
1999(t) die Scheidungsziffer für 1999 bei einer Ehe-

dauer von t Jahren ist; und wenn t > 25 ist, gibt es

wa
τ,τ ′,t := nτ,τ ′,t

wa
τ,τ ′,25

nτ,τ ′,25

Scheidungen. Somit kann man den Bestand der Ehen auf folgende Weise
fortschreiben:

nτ,τ ′,t+1 = nτ,τ ′,t − wa
τ,τ ′,t − wb

τ,τ ′,t

Durch Aggregation gewinnt man die in Tabelle 14-4 angegebenen Zahlen.
Abb. 14-4 zeigt, wie sich die Häufigkeiten von Ehelösungen durch Schei-
dung bzw. durch den Tod eines Ehepartners bis zu einer Ehedauer von 50
Jahren verteilen.

Die Daten in Tabelle 14-4 können verwendet werden, um Anteils- und
Pseudo-Survivorfunktionen zu berechnen. Abb. 14-5 zeigt als durchgezo-
gene Linie die Funktion Ha und als gestrichelte Linie die Funktion 1− G̃a.
Man erkennt, dass die Unterschiede bei Ehedauern bis zu 20 Jahren nur
klein sind, dann jedoch mit zunehmender Ehedauer immer größer werden.
Die Pseudo-Survivorfunktion suggeriert sogar die sicherlich falsche Vor-
stellung, dass bis zu einer Ehedauer von etwa 47 Jahren die Hälfte aller
Ehen durch eine Scheidung beendet wurde.
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Abb. 14-6 Anteilsfunktion Hb (durchgezogene Linie) und Pseudo-
Survivorfunktion 1− G̃b (gestrichelte Linie) für die Daten in Tabelle 14-4.
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Abb. 14-7 Anteilsfunktionen Ha (unterer Linie) und Ha + Hb (obere
Linie) für die Daten in Tabelle 14-4.

Noch deutlicher werden die Diskrepanzen, wenn man sich für diejenigen
Ehen interessiert, die nicht durch eine Scheidung sondern durch den Tod
eines Ehepartners enden. Abb. 14-6 zeigt wiederum die Anteilsfunktion Hb

und die Pseudo-Survivorfunktion 1− G̃b.
Da Anteilsfunktionen im Unterschied zu Pseudo-Survivorfunktionen

additiv sind, können sie sinnvoll zusammengefasst werden. Das wird in
Abb. 14-7 illustriert. Die Abbildung zeigt, wie sich in Abhängigkeit von
der Ehedauer die Gesamtheit der jeweils bisherigen Ehelösungen auf Schei-
dungen und den Tod eines Ehepartners verteilt.

Abb. 14-7 Anteilsfunktionen Ha (untere Linie) und Ha + Hb (obere Linie)

für die Daten in Tabelle 14-4.
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