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Vorbemerkung

Dieser Text enthélt Materialien zur Vorlesung ,, Datengewinnung“. Er be-
steht hauptséchlich aus — teilweise sehr verkiirzten — Ausziigen aus unseren
,Grundziigen der sozialwissenschaftlichen Statistik“ und ,,Methoden sozi-
alwissenschaftlicher Datenkonstruktion“. Diese sowie die anderen im Li-
teraturverzeichnis angegebenen Biicher konnen zur Vertiefung des Stoffes
verwendet werden.

Die Stoffauswahl orientiert sich an Vorstellungen einer empirischen So-
zialforschung, die statistische Methoden verwendet. Eine gewisse Erwei-
terung dieser Orientierung findet insofern statt, als auch einige Grund-
begriffe und Methoden fiir relationale Daten und Netzwerke besprochen
werden. Insgesamt konzentriert sich der Text auf Begriffsbildungen zur
Reprisentation von Daten; aulerdem werden Auswahlverfahren zur Bil-
dung von Stichproben zur Datengewinnung besprochen. Nicht behandelt
werden Interviewtechniken und Methoden der Fragebogenkonstruktion, da
sie nur in jeweils inhaltlich bestimmten Kontexten sinnvoll diskutiert wer-
den koénnen.

Man beachte: Die Teilnahme an dieser Vorlesung setzt nicht voraus,
dass zuvor eine Einfithrung in die Statistik besucht wurde. Infolgedessen
gibt es jedoch einige Uberschneidungen zum Stoff der Statistik-Vorlesung.
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1 Notationen aus der Mengenlehre

. Mengen und Elemente.

. n-Tupel.

. Teilmengen.

. Bildung von Teilmengen.

. Vereinigungs- und Durchschnittsmenge.
. Differenz und Komplement.

. Partitionen.

. Potenzmengen.

. Kartesisches Produkt.
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1. Mengen und Elemente. Als ein Grundbegriff dient das Wort ‘Menge’
im Sinne einer Gesamtheit von Elementen. Zur Erlduterung verwenden
wir hier Grofbuchstaben fiir Mengen und Kleinbuchstaben fiir Elemente;
7.B. A := {a1, a3, a3}, um eine Menge mit dem Namen A zu definieren, die
aus den drei Elementen a;, az und az besteht.! Dieser Konvention werden
wir, soweit es moglich ist, im gesamten Text folgen.

Um von einem Objekt zu sagen, dass es Element einer Menge ist, wird
das Zeichen € verwendet. Zum Beispiel konnte man sagen: a € A; dann
ist gemeint, dass a ein (irgendein) Element der Menge A ist, und aus der
vorangegangenen Definition von A folgt, dass a entweder gleich a; oder
gleich ay oder gleich ag ist. Entsprechend wird das Zeichen ¢ verwendet,
um zu sagen, dass etwas kein Element einer Menge ist oder sein soll.

Zwei Mengen werden als gleich angesehen, wenn jedes Element der
einen auch ein Element der anderen Menge ist, und umgekehrt. Der Begriff
einer Menge impliziert also nicht, dass es irgendeine Art von Ordnung fiir
ihre Elemente gibt; z.B. gibt es im Sinne der Gleichheit von Mengen keinen
Unterschied zwischen {ag, a1,a3} und der oben angegebenen Menge A.

Die meisten Mengen, mit denen wir uns beschéftigen werden, sind end-
lich, d.h. haben nur eine endliche Anzahl von Elementen. Insbesondere
beschéftigen wir uns nur mit endlichen statistischen Gesamtheiten. Ist A
eine endliche Menge, verwenden wir die Schreibweise | A | fiir die Anzahl
ihrer Elemente. Ist z.B. A := {a1, a2, a3}, dann ist | A| = 3.

2. n-Tupel. Gelegentlich kommt es jedoch auch auf die Reihenfolge an, in
der Elemente zu einer Gesamtheit zusammengefasst werden sollen; dann
werden runde Klammern verwendet, z.B. in der Form

(a17 az, a3)

IWir unterscheiden in diesem Text die Zeichen ‘=" und ‘:=’. Ein Gleichheitszeichen mit
vorangestelltem Doppelpunkt wird verwendet, um anzudeuten, dafl eine definitorische
Gleichsetzung vorgenommen wird, d.h. der Ausdruck auf der linken Seite wird durch den
Ausdruck auf der rechten Seite definiert. Dagegen setzt ein einfaches Gleichheitszeichen
voraus, daf} beide Seiten schon definiert sind.



In diesem Beispiel werden drei Elemente zu einer Gesamtheit zusammen-
gefasst, bei der es auf die Reihenfolge ankommt, d.h. es ist

(017027613) i (a27a1,a3)

Enthélt eine solche Gesamtheit zwei Elemente, spricht man von einem
Paar, bei drei Elementen von einem Tripel. Allgemein wird eine geord-
nete Gesamtheit (as,...,a,), die aus n Elementen besteht, ein n-Tupel
genannt.

3. Teilmengen. Eine Menge A ist eine Teilmenge einer Menge B genau
dann, wenn gilt: Jedes Element von A ist auch ein Element von B. Man
schreibt dann: A C B. Die Definition impliziert, dass jede Menge eine Teil-
menge von sich selbst ist. Manchmal méchte man diesen Fall ausschlieflen
und sich nur auf echte Teilmengen beziehen; dafiir wird die Schreibweise
A C B verwendet. Sie besagt: A ist eine Teilmenge von B und nicht mit
B identisch.

4. Bildung von Teilmengen. Hat man eine Menge eingefiihrt, kann man aus
ihr neue Mengen bilden. Hat man z.B. bereits eine Menge B eingefiihrt,
kann man daraus mit der folgenden Formulierung eine neue Menge bilden:

C = {b € B|fiir b gilt die Eigenschaft ...}

Es wird hierdurch eine neue Menge mit dem Namen C gebildet, die aus
allen Elementen von B besteht, fiir die die hinter dem senkrechten Bedin-
gungsstrich angegebene Eigenschaft zutrifft. Die neue Menge C' ist infol-
gedessen eine Teilmenge der Menge B.

5. Vereinigungs- und Durchschnittsmenge. Hat man zwei Mengen, kann
man aus ihnen auch mit den Operationen ‘Vereinigung’ und ‘Durchschnitt’
neue Mengen bilden. Hat man etwa bereits Mengen A und B definiert,
kann man daraus ihre Vereinigungsmenge A U B bilden. Sie besteht aus
allen Objekten, die Element von A oder Element von B sind (wobei hier
ein nicht-ausschlieBendes ‘oder’ gemeint ist). Analog kann man die Durch-
schnittsmenge (oder kurz: den Durchschnitt) von A und B bilden. Dafiir
wird die Schreibweise A N B verwendet. Diese Menge besteht aus allen
Objekten, die sowohl Element von A als auch Element von B sind.

Hierbei kann es natiirlich vorkommen, dass es iiberhaupt kein Objekt
gibt, das sowohl in der einen als auch in der anderen Menge enthalten
ist. Man nennt die beiden Mengen dann disjunkt. Um trotzdem davon
ausgehen zu konnen, dass in jedem Fall eine neue Menge entsteht, wird der
Begriff einer leeren Menge eingefithrt. Um auf sie zu verweisen, dient das
Symbol (). Somit kann man sagen: zwei Mengen A und B sind genau dann
disjunkt, wenn AN B = () ist. Als Konvention wird vereinbart: || = 0.

Als Konvention gilt: Die leere Menge ist eine Teilmenge jeder anderen
Menge.

Fiir die Verkniipfungen ‘Vereinigung’ und ‘Durchschnitt’ gelten einige
einfache Rechenregeln. Die Verkniipfungen sind kommutativ:

AUB =BUA
ANB =BNA

und es gibt zwei Distributivgesetze:
AN(BUC) = (ANB)U(ANCQC)
AUu(BNC) = (AuB)N(AUCQC)

6. Differenz und Komplement. Wenn A und B zwei Mengen sind, wird
ihre Differenz durch

A\ B :={a€ Al|la ¢ B}

definiert. Wenn B eine Teilmenge von A ist, wird A\ B auch das Komple-
ment von B (in A) genannt und oft durch B¢ bezeichnet.

7. Partitionen. Ist eine Menge A gegeben, besteht eine Partition von A
aus einer Menge von Teilmengen von A, etwa aus den Mengen Ay, ..., A,
so dass folgende Bedingungen erfiillt sind: die Mengen Ai,..., A, sind
paarweise disjunkt und ihre Vereinigung ist mit der Menge A identisch. Ist
z.B. A :={ay, az, a3}, dann wire die Menge {{a1}, {az,as}} eine Partition
von A. Partitionen sind also Mengen, deren Elemente wiederum Mengen
sind. Es ist auch offensichtlich, dass es im allgemeinen viele unterschiedliche
Partitionen einer Menge geben kann.

8. Potenzmengen. Ist eine Menge A gegeben, versteht man unter ihrer Po-
tenzmenge die Menge aller ihrer Teilmengen. Als Schreibweise wird P(A)
verwendet, um auf die Potenzmenge von A zu verweisen. Man beachte,
dass insbesondere die leere Menge () und die Menge A selbst Elemente von
P(A) sind. Ist z.B. wieder A := {a1,az, ag}, findet man:

P(A) = {0’ {al}v {a2}7 {a3}7 {alv a2}7 {ah a3}7 {a27 a3}7 {alv az, a3}}

Es gilt allgemein: |P(A)| = 2/4], wobei A irgendeine endliche Menge ist.

9. Kartesisches Produkt. Oft wird der Begriff eines kartesischen Produkts
von zwei oder mehr Mengen verwendet. Zur Erlduterung soll ein kleines
Zahlenbeispiel dienen. Es seien zwei Mengen

A:={1,2} und B:={3,4,5}

gegeben. Dann besteht das kartesische Produkt von A und B (geschrieben:
A x B) aus der Menge aller geordneten Paare, die man durch Kombination
der Elemente von A und B bilden kann. In unserem Beispiel:

Ax B ={(1,3),(1,4),(1,5),(2,3),(2,4),(2,5)}



Diese Begriffsbildung ist sehr allgemein; z.B. kann man auch das karte-
sische Produkt von drei (im Prinzip beliebig vielen) Mengen bilden. An-
genommen, man hat noch eine dritte Menge, die nur aus einem Element
besteht, etwa C' := {6}, dann findet man:

AxBxC = {(1,3,6),(1,4,6),(1,5,6), (2,3,6), (2,4,6), (2,5,6)}

Man kann auch das kartesische Produkt einer Menge mit sich selbst bilden;
zum Beispiel:
AxAxA={(1,1,1),(1,1,2),(1,2,1
(2,1,1),(2,1,2),(2,2,1),(2,2,2)}

—~
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Wenn man das kartesische Produkt einer Menge mit sich selbst bildet, wird
oft eine abkiirzende Schreibweise verwendet:

A" = Ax .- x A
—_——
n-mal

Weiterhin wird folgende Konvention verwendet:
AxP=0xA=10

wobei A eine beliebige Menge ist.
Fiir kartesische Produkte gelten die folgenden Distributivgesetze:
Ax(BUC) = (AxB)U(AxCQC)
Ax(BNC) = (AxB)N(AxC)
Man beachte jedoch, dass die kartesische Produktbildung im allgemeinen

nicht kommutativ ist, d.h. im allgemeinen fithrt B x A zu einer anderen
Menge als A x B. In unserem Beispiel:

BxA=1{31),(4,1),(5,1),(3,2),(4,2),(5,2)}

Der Unterschied entsteht daraus, dass die Elemente eines kartesischen Pro-
dukts geordnete Paare (oder n-Tupel) der Elemente der Ursprungsmengen
sind.

Aufgaben

1.

Es sei A:={1,2,3,4} und B :={3,4,5}.
a) Bilden Sie aus A drei unterschiedliche Teilmengen.
) Geben Sie | A| und | B| an.
) Schreiben Sie AU B und A N B explizit als Mengen.
d) Bilden Sie aus C' := A U B drei unterschiedliche Partitionen.
) Bilden Sie die Potenzmengen von A und B.
)

Bilden Sie das kartesische Produkt A x B und schreiben Sie es
explizit als eine Menge.

g) Bilden Sie das kartesische Produkt B und schreiben Sie es explizit
als eine Menge.

h) Bilden Sie zunichst das kartesische Produkt {a,b} x {1,2} und
geben Sie dann die Potenzmenge P({a,b} x {1,2}) an.

i) Bilden Sie A\ B und B\ A.

j) Was ist A\ A?

Es sei A:={a,b,0}, B := {c,d}.

a) Ist € A? Ist D C A? Ist ) € B? Ist ) C B?
b) Berechnen Sie |A].

¢) Berechnen Sie: A X @ und @ x A.

d) Berechnen Sie: P(A).
)

e) Wieviele Elemente haben die folgenden Mengen: P(A), AU®, AND,
P(A) x A, P(A) x Ax 0, P(A)U A?

f) Schreiben Sie P(A) U A explizit als eine Menge.

Welche von den folgenden Schreibweisen sind formal korrekt, welche
nicht (dabei ist a # 0)?

a) {0}.

b) {a,0}.

c) {a,0,0}.
d) {0,0}.

e) {{a},0,0}.
f) {{a,0},0}.

. Essei A:={m,w}, B:={d,b,s} und C := {a1,a2}.

a) Geben Sie explizit das kartesische Produkt A x B x C an.
b) Wieviele Elemente enthiilt A x B x C 7

¢) Geben Sie eine Partition von A x B x C' in drei Teilmengen an.



5.

d) Zeigen Sie an einem Beispiel, dass A x B x C # B x A x C ist.
e) Wieviele Elemente enthélt die Menge A x B x C x () ?

Fassen Sie folgende Ausdriicke zusammen:

a) (ANB)U(ANB)

b) (AUB)N(AUB)

¢) An(AUDB)
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2 Erlauterungen zum Funktionsbegriff

1. Definition des Funktionsbegriffs.

2. Ein Beispiel.

3. Injektive und surjektive Funktionen.
4. Mengenfunktionen.

5. Inverse Mengenfunktionen.

1. Definition des Funktionsbegriffs. Wir verwenden diesen Begriff so, wie
er in der Mathematik verwendet wird, und beziehen ihn auf eine vorgéngi-
ge Einfiihrung von Mengen. Wenn zwei Mengen A und B gegeben sind,
ist eine Funktion (auch Abbildung genannt) eine Regel, durch die jedem
Element a € A genau ein Element b € B zugeordnet wird. Wir verwenden
die Schreibweise

f:A— B

f ist der Name der Funktion (wofiir auch beliebige andere Buchstaben
und Symbole verwendet werden konnen); A wird Definitionsbereich und
B wird Wertebereich der Funktion genannt. Ist a € A ein Element aus dem
Definitionsbereich der Funktion f, wird mit f(a) dasjenige Element aus
dem Wertebereich B bezeichnet, das dem Element a durch die Funktion
f zugeordnet wird. In dieser Schreibweise wird a als ein Argument der
Funktion verwendet, was durch runde Klammern kenntlich gemacht wird.

2. Ein Beispiel. Zur Illustration betrachten wir Mengen A := {1,2} und
B := {3,4,5}. Eine Funktion f : A — B konnte z.B. durch folgende
Festlegung eingefithrt werden: f(1) = 3, f(2) = 4. Hier sollte man sich
iiberlegen, wann zwei Funktionen als gleich angesehen werden kénnen. Wir
verwenden folgende Vereinbarung: Zwei Funktionen f : A — B und
g : C — D werden als gleich angesehen, wenn gilt: A = C, B = D
und f(a) = g(a) fir alle a € A. Wiirde man z.B. eine zweite Funktion

g:{1,2} — {3,4}

einfiithren, wobei ¢g(1) = 3 und ¢(2) = 4 ist, wiire sie von der oben als
Beispiel verwendeten Funktion f verschieden.

3. Injektive und surjektive Funktionen. Um eine Funktion f: A — B zu
charakterisieren, werden folgende Bezeichnungen verwendet:

a) f heiit injektiv, wenn zu jedem Element b € B hochstens ein Element
a € A existiert, so dass f(a) = b ist.

b) f heiit surjektiv, wenn zu jedem Element b € B mindestens ein Ele-
ment a € A existiert, so dass f(a) = b ist.
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4. Mengenfunktionen. Ist eine Funktion f: A — B eingefiihrt worden,
kann man als Argumente zunéchst Elemente ihres Definitionsbereichs ver-
wenden, also z.B. den Ausdruck f(a) verwenden, wobei a ein Element des
Definitionsbereichs A der Funktion ist. Es ist jedoch oft zweckmiBig, als
Argumente auch Teilmengen des Definitionsbereichs zuzulassen. Dies be-
deutet, dass f als eine Mengenfunktion

f:P(A) — P(B)
verwendet wird, die jeder Teilmenge C' C A eine Teilmenge
f(C) := {b e Bes gibt ein a € C mit f(a) =b}
im Wertebereich von f zuordnet. Gleichbedeutend ist die Schreibweise

f(C) = {fla)]acC}

Insbesondere ist auch f(A) eine Teilmenge des Wertebereichs von f und
wird das Bild von A unter der Funktion f oder auch Bildmenge von f
genannt. Fiir das Beispiel aus Paragraph 2 ergibt sich:

F@) =0, f({11) = {3}, f({2}) = {4}, F({1.2}) = {3,4}

Offenbar gilt stets: f(A) C B; wie jedoch das Beispiel zeigt, ist es durchaus
moglich, dass f(A) # B ist.

5. Inverse Mengenfunktionen. Fasst man eine Funktion f: A — B als
eine Mengenfunktion auf, kann auch stets eine inverse Funktion gebildet
werden. Wir verwenden folgende Definition: Die zu f inverse Mengenfunk-
tion ist die Funktion

F7HPB) — PA)

die jeder Teilmenge des Wertebereichs von f eine Teilmenge aus dem De-
finitionsbereich von f zuordnet, und zwar nach folgender Vorschrift:

f7HD) = {a€ A| f(a) € D}

wobel D ein beliebiges Element von P(B), also eine beliebige Teilmenge
von B ist. f~1(D) wird auch das Urbild von D (bzgl. f) genannt. Ist z.B.
eine Funktion f : {1,2} — {3,4,5} durch f(1) = 3 und f(2) = 4 gegeben,
findet man fiir die Teilmengen des Wertebereichs {3,4,5}:

T{3Y = {1 ) = {28 B =0,
_1({374}) = {172}7 f_l({375}) = {1}7 f_l({4ﬂ 5}) = {2}7
71({3747 5}) = {172}7 fﬁl(w) =
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Es gelten folgende Rechenregeln:

fTHCuD) = fFHC)UfHD)
f7UenD) = fHC)NfHD)
wobei C und D beliebige Teilmengen von B sind.

Aufgaben
1. Es sei A :={1,2,3,4} und B := {1,...,20}, und auBerdem sei eine
Funktion f : A — B durch f(a) := a? definiert.
a) Berechnen Sie f(2) und f(4).
b) Berechnen Sie f({2,4}) und f(A).
c¢) Berechnen Sie f=1(9) und f=1({9}).
d) Berechnen Sie f~*({5}) und f~1({4,5}).
) Ist foH(f(A) = A7
f) Ist f injektiv?
g) Ist f surjektiv?

[§]

2. Die folgende Tabelle enthélt in der ersten Zeile symbolische Namen
von Personen und in der zweiten Zeile ihr gegenwértiges Alter:

W1 W2 W3 W4 Ws W Wr ws

20 30 22 20 24 25 24 20
Betrachten Sie diese Tabelle als Definition einer Funktion mit dem
Namen X, die jeder Person ihr gegenwértiges Alter zuordnet.

a) Geben Sie den Definitionsbereich der Funktion an (im folgenden A
genannt).

b) Geben Sie den kleinstméglichen Wertebereich der Funktion an (im
folgenden B genannt).

3. Die folgenden Fragen beziehen sich auf die Funktion X : A — B, die
in Aufgabe (2) definiert wurde.

a) Ist X injektiv?
b) Ist X surjektiv?
c¢) Ist X(A) = B 7 Unterscheidet sich diese Frage von Aufgabe (b)?
d) Berechnen Sie fiir jedes Alter b € B:

a) X7H({b}),
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B) X1 {bhI;
7) [ XTHHHI/1Al
und geben Sie jeweils eine inhaltliche Interpretation an.

e) Ist {X~1({b})|b € B} eine Partition von A ? Begriinden Sie Thre
Antwort, indem Sie die Menge explizit ausschreiben.

f) Berechnen Sie X ~}({b|b > 25}). Wie lisst sich diese Menge inter-
pretieren?

3

0~ O U W N -

1.
fe.
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Wahrscheinlichkeitsrechnung

. Zufallsgeneratoren.

. Wahrscheinlichkeitsaussagen.

. Zufallsvariablen.

. Erwartungswerte

. Zweidimensionale Zufallsvariablen.
. Stochastische Unabhéngigkeit.

. Bedingte Wahrscheinlichkeit.

. Wahrscheinlichkeitsmafle.

Zufallsgeneratoren. Es gibt unterschiedliche Wahrscheinlichkeitsbegrif-
Hier beschéftigen wir uns mit aleatorischer Wahrscheinlichkeit, die sich

auf Zufallsgeneratoren bezieht. Folgendes Bild kann zur Erlduterung die-
nen:

a)

Aktivierung — | Zufallsgenerator | — Sachverhalt

Fin Zufallsgenerator ist ein Verfahren, um Sachverhalte zu erzeugen.
Das impliziert, dass ein Zufallsgenerator nicht selbst ein Akteur ist,
vielmehr einen Akteur voraussetzt, der das Verfahren anwendet, um
einen Sachverhalt zu erzeugen. In dem Bild wird dies durch das Wort
‘Aktivierung’ angedeutet. Exemplarisch kann man daran denken, dass
zur Definition des Zufallsgenerators ein Wiirfel verwendet wird: Irgend-
jemand muss ihn nehmen und werfen, damit ein neuer Sachverhalt
entsteht.

Die Beschreibung eines Zufallsgenerators besteht infolgedessen in der
Beschreibung eines Verfahrens zur Erzeugung von Sachverhalten. Da-
zu gehort auch eine Beschreibung von ggf. zu verwendenden Geriiten,
z.B. eines Wiirfels, wenn ein solcher verwendet werden soll. Wichtig ist
jedoch, dass sich der Begriff im wesentlichen auf Regeln bezieht, die
ein Verfahren charakterisieren. Soll z.B. ein Wiirfel verwendet werden,
geniigt es nicht, den Wiirfel zu definieren, sondern es muss auflerdem
angegeben werden, wie der Wiirfel verwendet werden soll. Der Begriff
‘Zufallsgenerator’ meint in diesem Fall nicht nur den Wiirfel, sondern
auch die Art und Weise, wie mit dem Wiirfel Sachverhalte zu erzeugen
sind.

Dass es sich bei einem Zufallsgenerator um ein Verfahren handelt, im-
pliziert weiterhin, dass man es wiederholt (im Prinzip beliebig oft)
verwenden kann, um immer neue Sachverhalte zu erzeugen. Man kann
z.B. einen Wiirfel beliebig oft verwenden, d.h. ihn werfen und dadurch
einen jeweils neuen Sachverhalt erzeugen.
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d) Durch die Aktivierung eines Zufallsgenerators konnen Sachverhalte un-
terschiedlichen Typs entstehen. Zum Beispiel kann man bei der Ver-
wendung eines Wiirfels sechs unterschiedliche Typen von Sachverhalten
festlegen, entsprechend den sechs moglichen Augenzahlen. Die Formu-
lierung, dass Sachverhalte unterschiedlichen Typs , entstehen kénnen,
soll bedeuten: zum Zeitpunkt der Aktivierung eines Zufallsgenerators
ist der Typ des daraus resultierenden Sachverhalts noch unbestimmt.

e) Der Prozess, der bei der Aktivierung eines Zufallsgenerators zu einem
jeweils bestimmten Sachverhalt fiihrt, soll unabhéingig davon verlau-
fen, wann, wo und von wem der Zufallsgenerator aktiviert wird. Dies
kann natiirlich nur als eine Forderung an einen idealen Zufallsgenerator
verstanden werden. Als Forderung ist sie jedoch wesentlich, denn sie
rechtfertigt es, dass man bei der Charakterisierung eines Zufallsgene-
rators auf alle Arten von Bezugnahmen auf einen historischen Prozess,
in dessen Rahmen der Zufallsgenerator verwendet wird, absehen kann.
Insbesondere impliziert die Forderung, dass der Akteur, der den Zu-
fallsgenerator aktiviert, keinen Einfluss darauf nehmen kann, welcher
Sachverhalt entstehen wird.

f) Eine weitere, in gewisser Weise bereits implizierte Forderung besteht
schliellich darin, dass der Prozess, der bei der Aktivierung eines Zu-
fallsgenerators zu einem jeweils bestimmten Sachverhalt fiihrt, auch
unabhéngig davon verlduft, welche Sachverhalte zuvor mit ihm erzeugt
worden sind. Wiederum handelt es sich um eine Forderung an einen
idealen Zufallsgenerator: er soll kein Gedédchtnis haben; oder anders
formuliert: die Funktionsweise eines Zufallsgenerators soll hinreichend
charakterisierbar sein, ohne dabei auf die Geschichte seiner bisherigen
Verwendung Bezug nehmen zu miissen.

2. Wahrscheinlichkeitsaussagen. Aleatorische Wahrscheinlichkeitsaussa-
gen beziehen sich auf die Ereignisse, die bei der Aktivierung eines Zu-
fallsgenerators G eintreten konnen. In einem ersten Schritt wird festge-
legt, welche Arten von Sachverhalten als moglich betrachtet werden sollen.
Zu diesem Zweck wird ein Merkmalsraum Z fixiert, dessen Elemente ver-
wendet werden koénnen, um die Sachverhalte zu charakterisieren, die bei
der Aktivierung eines Zufallsgenerators entstehen kénnen. Wird z.B. fiir
den Zufallsgenerator ein Wiirfel verwendet, kann man den Merkmalsraum
Z :={1,2,3,4,5,6} verwenden.

Weiter wird angenommen, dass sich bei einem Zufallsgenerator jeder
Teilmenge Z C Z eine (aleatorische) Wahrscheinlichkeit zuordnen lésst,
mit der Sachverhalte entstehen kénnen, die sich durch ein Element von
Z charakterisieren lassen. Dafiir wird folgende Definition verwendet: Ein
Wahrscheinlichkeitsmafl (auch Wahrscheinlichkeitsverteilung genannt) fiir
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einen Zufallsgenerator mit einem Merkmalsraum Z ist eine Funktion?
Pr:P(Z) — R

(Pr soll an ‘Probability’ erinnern), die jeder Teilmenge Z C Z eine Wahr-

scheinlichkeit Pr(Z) zuordnet und fiir die folgende Bedingungen gelten:
a) Fiir alle Z C Z ist 0 < Pr(Z) < 1.

b) Pr() =0, Pr(2) =1

¢) Firalle Z,Z' C Z: wenn ZN Z' = (), dann gilt:

Pr(ZUZ') = Pr(Z) + Pr(Z')

3. Zufallsvariablen. Zufallsvariablen sind ein Hilfsmittel, Wahrschein-
lichkeitsaussagen iiber komplexe Teilmengen eines Merkmalsraums
iibersichtlich darzustellen. Es handelt sich um Funktionen, deren Defini-
tonsbereich der Merkmalsraum Z eines Zufallsgenerators ist. Verwendet
man beispielsweise einen Wiirfel, kénnte man eine Zufallsvariable X mit
einem Definitionsbereich Z = {1,2,3,4,5,6} verwenden. Als Wertebereich
der Zufallsvariablen X wird eine Teilmenge der reellen Zahlen gewihlt.
Eine Zufallsvariable X ist also eine Funktion

X:Z — X CR
Wiihlt man etwa in dem Wiirfelbeispiel X = {0,1} und die Funktion

[0 fallsze{1,3,5}
X '_{ 1 falls 7 € {2,4,6}

dann 148t sich eine gerade Augenzahl bei einem Wiirfelwurf durch {X = 1}
ausdriicken. Wahrscheinlichkeitsaussagen fiir Zufallsvariablen ergeben sich
aus den entsprechenden Aussagen iiber den zugrundeliegenden Zufallsge-
nerator durch

Pr(X € A) :=Pr(X Y(A) =Pr({Z e Z|X(3) € A})

Zur Formulierung von Wahrscheinlichkeitsaussagen werden dann folgende
Schreibweisen verwendet:

a) Pr(X = z) ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Zufallsvariable X
den Wert z annimmt.

b) Pr(X > x) ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Zufallsvariable X
einen Wert annimmt, der gréfler oder gleich x ist.

2Das Symbol R wird in diesem Text zum Verweis auf die Menge der reellen Zahlen
verwendet.
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Offenbar kann man in analoger Weise weitere Schreibweisen verwenden.

Die Eigenschaften von Wahrscheinlichkeitsaussagen iiber Zufallsvaria-
blen folgen aus den entsprechenden Eigenschaften der aleatorischen Wahr-
scheinlichkeiten:

a) Stets gilt: 0 < Pr(X € A) < 1, wobei A eine beliebige Teilmenge des
Wertebereichs von X ist.

b) Pr(@) = 0 und Pr(X) = 1.

¢) Wenn A und B disjunkte Teilmengen des Wertebereichs von X sind,
gilt: Pr(X € AUB) =Pr(X € A) + Pr(X € B).

4. Erwartungswerte. Als Erwartungswert einer Zufallsvariablen bezeichnet
man einen auf folgende Weise definierten Durchschnittswert:

E(X):= Y aPr(X =xz)

z€X

Zum Beispiel ist bei der Verwendung eines Wiirfels der Erwartungswert
E(X) =35.

5. Zweidimensionale Zufallsvariablen. Manchmal ist es von Interesse, zwei
(oder mehr) Zufallsvariablen gemeinsam zu betrachten. Zum Beispiel: Es
wird zweimal hintereinander gewiirfelt; Der Merkmalsraum des Zufalls-
generators ist dann Z = {1,...,6} x {1,...,6}. Eine zweidimensionale
Zufallsvariable (X,Y"), also eine Funktion

(X,Y):Z — XX

mit (X,Y)((4,5)) := (i,7) erfasst das Gesamtergebnis. X erfasst das Er-
gebnis des ersten und Y das Ergebnis des zweiten Wurfs.

Die Notationen fiir Wahrscheinlichkeitsaussagen entsprechen denjeni-
gen fiir einfache Zufallsvariablen; zum Beispiel bedeutet Pr(X = z,Y = y)
die Wahrscheinlichkeit, dass X den Wert x und Y den Wert y annimmt.
Nun lassen sich aber auch leicht Aussagen iiber Funktionen der Zufalls-
variablen formulieren. Z.B. ist Pr(X 4+ Y = 7) die Wahrscheinlichkeit fiir
eine Augensumme von 7.

6. Stochastische Unabhingigkeit. Zwei Zufallsvariablen X und Y sind sto-
chastisch unabhdngig, wenn fiir alle moglichen Werte gilt:

Pr(X =2,Y =y) =Pr(X =2)Pr(Y =vy)

Beispiel: Zweimal hintereinander wiirfeln.

Durch eine Modifikation kann man auch stochastisch abhingige Zu-
fallsvariablen definieren; zum Beispiel: X erfasst das Ergebnis des ersten
Wurfs. Dann wird der Wert von Y auf folgende Weise bestimmt: Wenn
X =1 ist, dann ist auch Y = 1, andernfalls wird der Wert von Y durch
nochmaliges Wiifeln bestimmt.
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7. Bedingte Wahrscheinlichkeit. Wenn (X,Y) eine zweidimensionale Zu-
fallsvariable ist, kann folgende Definition verwendet werden:

Pr(X =z,Y =y)
Pr(X =z)

Dieser Ausdruck wird als bedingte Wahrscheinlichkeit von Y = y unter
der Bedingung, dass X = x ist, bezeichnet; dabei wird vorausgesetzt, dass
Pr(X = z) # 0 ist. Wenn X und Y stochastisch unabhiingig sind, ist
offenbar Pr(Y =y | X =) =Pr(Y =vy).

Weitere Schreibweisen ergeben sich, indem man sich auf beliebige Teil-
mengen der Wertebereiche von X und Y bezieht, zum Beispiel:

Pr(X € A,Y € B)
Pr(X € A)

wobei Pr(X € A) # 0 vorausgesetzt wird.

Bedingte Wahrscheinlichkeiten kénnen auch gebildet werden, wenn es
nur eine einfache Zufallsvariable gibt. Erfasst zum Beispiel X das Ergeb-
nis eines einmaligen Wiifelns, kann man die bedingte Wahrscheinlichkeit
Pr(X =6|X > 4) = 0.5 betrachten.

Pr(Y =y|X =2) =

Pr(Y eB|X € A):=

8. Wahrscheinlichkeitsmafe. Bisher wurde die Schreibweise Pr(Z) verwen-
det, um Wahrscheinlichkeiten fiir Teilmengen des Merkmalsraums eines
Zufallsgenerators anzugeben. In dieser Schreibweise ist der Bezug auf einen
Zufallsgenerator nicht mehr erkennbar. Soll der Bezug in der Schreibweise
beibehalten werden, dann wird die Schreibweise Pr[G] fiir das Wahrschein-
lichkeitsmap (die Funktion Pr[G] : P(Z) — R)und Pr[G](Z) fiir die Werte
des Wahrscheinlichkeitsmafes benutzt.

Im Fall von Zufallsvariablen wurde bisher Pr(X € A) verwendet, um
die Wahrscheinlichkeit anzugeben, dass X einen Wert in der Menge A
annimmt. Schreibweisen dieser Art sind verbreitet und bequem; sie machen
aber nicht deutlich, dass Wahrscheinlichkeiten Werte einer Funktion sind.
Bezieht man sich auf eine Zufallsvariable X einem Wertebereich X, hat
die Funktion folgende Form:

Pr[X]: P(X) — R

Diese Funktion wird als WahrscheinlichkeitsmafS der Zufallsvariablen X
bezeichnet. Sie ordnet jeder Teilmenge von X die Wahrscheinlichkeit zu,
mit der X einen Wert in dieser Teilmenge annimmt. Ist also A irgendeine
Teilmenge von X ergibt sich folgender Zusammenhang mit der bisherigen
Notation:

Pr[X](A) = Pr(X € A)

Pr[X] ist also der Name der Funktion (des WahrscheinlichkeitsmaBes), die
fiir die Teilmenge A den Wert Pr(X € A) annimmt.
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Aufgaben

1. Es wird zweimal hintereinander unabhéngig gewiirfelt; X erfasst die
Summe der Augenzahlen. Berechnen Sie:

a) Pr(X = 2)

b) Pr(X =3)

) Pr(X =7)

d) Pr(X > 10)
(

Pr(X ist durch 4 teilbar)

Pr(X =1)

E(X)

2. Es wird zweimal hintereinander unabhingig gewiirfelt. Was ist die
Wahrscheinlichkeit, mindestens eine 6 zu erhalten? Wie grof} ist die
Wahrscheinlichkeit, mindestens eine 6 in drei Wiirfen zu erhalten? Hin-
weis: Sind X7 und X5 die Augenzahlen im ersten und im zweiten Wurf,
dann ist Pr(X; = 6 oder Xo =6) =1—Pr(X; <6, X2 < 6). Benutzen
Sie nun die Unabhéngigkeit von (X1, X2).

3. Seien X; und X, die Augenzahlen in einem ersten und zweiten, un-
abhingigen Wiirfelwurf. Berechnen Sie

a) Pr(X; = X,)

b) Pr(X; — X2 =0)

¢) Pr(X; = 6| X, + X5 = 11)
d) Pr(X; > X,)

e) Pr(X; X, ist gerade)

4. Es sei X eine Zufallsvariable mit dem Wertebereich {1,2,3} und
den Wahrscheinlichkeiten: Pr(X = 1) = 0.2, Pr(X = 2) = 0.3,
Pr(X = 3) = 0.5. Beschreiben Sie einen dazu passenden Zufallsge-
nerator. Hinweis: Ziehen aus einer Urne mit hinreichend vielen ver-
schiedenfarbigen Kugeln ist eine Moglichkeit.

5. Aus einer Urne mit 4 roten und 4 schwarzen Kugeln und aus einer
Urne mit 2 roten, 2 weiflen und 3 schwarzen Kugeln wird je eine Ku-
gel gezogen. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, 2 schwarze Kugeln
zu erhalten? Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, Kugeln der gleichen
Farbe zu erhalten?

6. Bei einem Wiirfelwurf sei X = 1, falls die Augenzahl durch 2 teilbar
ist, 0 sonst. Sei weiterhin Y = 1, falls die Augenzahl durch 3 teilbar
ist, 0 sonst. Sind X und Y stochastisch unabhéngig?

7. Geben Sie ein Beispiel zweier Zufallsvariablen X und Y an, fiir die
E(XY) # E(X)E(Y) ist.
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4 Statistische Variablen und Daten
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. Numerische Représentationen fiir Merkmalsraume.
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. Mehrdimensionale statistische Variablen.
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1. Statistische Variablen. Statistische Variablen sollen dazu dienen, die
Mitglieder einer Menge von Objekten durch Merkmalswerte zu charakteri-
sieren. Dafiir ben6tigt man eine Vorstellung moglicher Merkmalswerte. Wir
verwenden dafiir den Begriff eines Merkmalsraums. Damit gemeint ist ei-
ne Menge von sich wechselseitig ausschlielenden Merkmalen, durch die die
Objekte, auf die man sich beziehen mochte, charakterisiert werden kénnen.
Zur Bezeichnung von statistischen Variablen verwenden wir Grofbuchsta-
ben, meistens X, Y, Z, ..., ggf. mit Indizes versehen. Die korrespondieren-
den Merkmalsrdume werden durch Tilden kenntlich gemacht; z. B. bezeich-
net X den Merkmalsraum der statistischen Variablen X. Einzelne Merk-
malswerte, die wir auch Attribute, Merkmale oder Merkmalsausprigungen
nennen, werden durch entsprechende Kleinbuchstaben angesprochen. Hat
man z.B. die Merkmalswerte %1, Zs,... festgelegt und schlieflen sich diese
Merkmalswerte wechselseitig aus, kann daraus ein Merkmalsraum

X = {&,%,...}

gebildet werden. Weiterhin definieren wir: ein Merkmalsraum X heiBt
vollstindig bzgl. der Gesamtheit ), wenn jedem Objekt in 2 genau ein
Merkmalswert aus X zugeordnet werden kann. Eine statistische Variable
kann dann als eine Funktion bzw. Abbildung

X:Q-— X (4.1)

definiert werden, die jedem Objekt in 2 genau eines der Merkmale aus
dem Merkmalsraum X zuordnet. Wenn also w ein Objekt aus der Gesamt-
heit 2 ist, dann ist X (w) der Merkmalswert, der dem Objekt w durch die
statistische Variable X zugeordnet wird. Diese bei den Objekten realisier-
ten Werte einer statistischen Variablen werden oft mit korrespondierenden
Kleinbuchstaben bezeichnet; man verwendet dann x; als Abkiirzung fiir
X (w1), 2 als Abkiirzung fiir X (wg) usw.
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2. Unterscheidung logischer und statistischer Variablen. Nach der eben
gegebenen Definition handelt es sich bei statistischen Variablen um Funk-
tionen. Also miissen sie von logischen Variablen unterschieden werden, die
allgemein als Leerstellen in Aussageformen definiert sind. Exemplarisch
kann man an einfache mathematische Aussageformen denken, etwa: x > 0.
In dieser Aussageform ist x eine logische Variable, d.h. eine Leerstelle, in
die man Namen fiir Zahlen einsetzen kann. Aus der Aussageform entstehen
dann Aussagen, die wahr oder falsch sein kénnen.

3. Numerische Reprisentationen fir Merkmalsrdume. Es ist {iblich, fiir
Merkmalsraume statistischer Variablen numerische Reprisentationen zu
verwenden. Man denke an eine statistische Variable X : Q — X , die
jedem Mitglied von € einen Merkmalswert in einem Merkmalsraum X
zuordnet. Den Begriff ‘Merkmalsraum’ haben wir bisher einfach als eine
Menge von Attributen (Merkmalsausprigungen) eingefiihrt, die verwendet
werden koénnen, um die Mitglieder von 2 bzw. Aspekte von Situationen,
in denen sie sich befinden, zu charakterisieren. Es sind also zunéchst At-
tribute, keine Zahlen. Wenn zum Beispiel €2 eine Menge von Menschen ist,
koénnte man einen Merkmalsraum

X = {‘ménnlich’, ‘weiblich’ }

verwenden, um mit Hilfe einer Variablen X das Geschlecht der Mitglieder
von 2 zu erfassen. Von einer numerischen Reprdsentation fir den Merk-
malsraum einer statistischen Variablen wird gesprochen, wenn man jedes
durch ihn definierte Attribut durch eine jeweils spezifische Zahl reprisen-
tiert. Zum Beispiel konnte man das Attribut ‘ménnlich’ durch die Zahl 0,
das Attribut ‘weiblich’ durch die Zahl 1 représentieren. Dann gelangt man
zu einem numerischen Merkmalsraum, der aus den beiden Zahlen 0 und 1
besteht, fiir die jeweils eine bestimmte Bedeutung vereinbart worden ist.

4. Qualitative und quantitative Merkmalsrdume. Wichtig ist, dass eine
Verwendung numerischer Représentationen fiir Merkmalsrdume noch kei-
nerlei Quantifizierung impliziert. Man denke noch einmal an das Beispiel.
Dadurch, dass das Attribut ‘ménnlich’ durch die Zahl 0, das Attribut ‘weib-
lich’ durch die Zahl 1 représentiert wird, hat man natiirlich das Merkmal
‘Geschlecht’ nicht quantifiziert. Die Frage der Quantifizierung stellt sich
zundchst an einer anderen Stelle: um welche Art von Attributen es sich
handelt, die ein Merkmalsraum zusammenfassen soll. Hier gibt es eine
wichtige Unterscheidung:

a) Man kann einen Merkmalsraum verwenden, um qualitative Unter-
schiede zwischen Objekten zu erfassen, und

b) man kann einen Merkmalsraum verwenden, um Objekte durch quan-
tifizierbare Merkmale zu charakterisieren.
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Quantifizierbare Merkmale werden auch als Groffen bezeichnet. Wir orien-
tieren uns an folgender Definition, die von Hermann von Helmholtz (1887)
gegeben wurde:

,Objecte oder Attribute von Objecten, die mit dhnlichen verglichen den Unter-
schied des grosser, gleich oder kleiner zulassen, nennen wir Grissen. Kénnen wir
sie durch eine benannte Zahl ausdriicken, so nennen wir diese den Werth der
Grosse, das Verfahren, wodurch wir die benannte Zahl finden, Messung.“

Die Unterscheidung verlauft zwischen Merkmalsriumen, deren Merkmals-
werte in eine lineare Ordnung gebracht werden konnen, und Merkmals-
rdumen, bei denen das nicht der Fall ist. Im ersten Fall sprechen wir von
quantitativen Merkmalsrdumen, die sich auf Grdflenbegriffe beziehen, und
nennen die moglichen Merkmalswerte die Werte einer Grdfle; im zweiten
Fall sprechen wir von qualitativen Merkmalsrdumen.?

Beispiele fiir quantitative Merkmalsrdume: Alter, Einkommen, Arbeits-
losigkeitsdauer, Schulnoten, Anzahl der Haushaltsmitglieder. Beispiele fiir
qualitative Merkmalsrdume: Geschlecht, Beruf, Studienfach.

5. Unterschiedliche Groflenbegriffe. Bei quantitativen Merkmalen unter-
scheiden wir zunéchst: Zahlgrofien, Messgrofien und monetéire Grofien.

a) Am einfachsten zu verstehen sind Zihlgrofien, die dadurch zustan-
de kommen, dass bei einer Menge zusammengehoriger Dinge gezéhlt
wird, wieviele es gibt. Zum Beispiel: Anzahl der Personen in einem
Haushalt, Anzahl der Beschéftigten in einem Unternehmen, Anzahl
der Arztbesuche wihrend einer gewissen Zeitspanne. Zur numerischen
Représentation von Zidhlgroflen ist es iiblich, die natiirlichen Zahlen
zu verwenden, denn sie verdanken sich ja zun#chst diesem Zweck, die
Anzahl einer Menge von Dingen anzugeben. Dann ist auch unmittelbar
verstandlich, welche Bedeutung die fiir die numerische Repréisentation
verwendeten Zahlen haben.

b) AufBler Zéhlgréflen werden auch quantitative Merkmale verwendet, die
durch Messverfahren definiert sind. Wir sprechen dann von Mess-
grifsen. Beispiele sind Gewichte, Léngen und Zeitdauern; insbesondere
im Bereich technischer Gerite und bei medizinischen Untersuchungen
gibt es noch zahlreiche weitere Messgrofien. Wiederum kann man eine
Unterscheidung treffen zwischen Messgrofien, die in der gesellschaftli-
chen Praxis allgemein {iblich und verstédndlich sind, und Messgrofien,
die von Wissenschaftlern, Technikern und Medizinern zunéchst fiir spe-
zifische Zwecke erfunden werden. Die Grenzen sind allerdings flielend

3Es sei hier erwihnt, dass viele Autoren bei quantitativen Merkmalsriaumen unter-

schiedliche Arten von , Skalenniveaus“ unterscheiden. Insbesondere wird oft von ordi-
nalen Variablen gesprochen, wenn fiir ihre Merkmalsrdume nur eine lineare Ordnung
vorausgesetzt wird. Dagegen wird von intervallskalierten Variablen gesprochen, wenn
man auflerdem sinnvoll von Abstdnden zwischen Merkmalswerten reden kann.
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und unterliegen einem historischen Wandel. Sicherlich kann man je-
doch sagen, dass Gewichte, Lingen und Zeitdauern allgemein iibliche
Messgroflen sind; und das heifit auch, dass nicht nur die Bedeutung
dieser Messgrofien bekannt ist, sondern dass entsprechende Messgeréte
allgemein verfiighar sind und verwendet werden.

¢) Schlielich gibt es noch eine dritte Art quantitativer Grofien: monetdire
Grdfien, insbesondere Preisgrofien und verschiedene Arten von Ein-
kommensgroflen. Sie miissen von Messgrofien unterschieden werden,
denn sie kommen nicht durch Messverfahren zustande, sondern werden
festgesetzt oder ausgehandelt. Okonomen sprechen von Preisbildungs-
prozessen, die natiirlich im einzelnen sehr unterschiedlich beschaffen
sein kénnen.

AuBler diesen elementaren Arten von Grofien gibt es eine Vielzahl wei-
terer. Meistens entstehen sie dadurch, dass ausgehend von elementaren
GrofBen neue Groflenbegriffe gebildet werden; z.B. Geschwindigkeit, An-
teil der Mietausgaben am Haushaltseinkommen, Anzahl der Arztbesuche
pro Jahr. Auch mit Methoden sozialwissenschaftlicher Datenkonstrukti-
on wird oft das Ziel verfolgt, neue Groflenbegriffe zu begriinden. Ob man
zu sinnvollen Groflenbegriffen gelangt, kann nur in jedem Einzelfall ge-
priift werden. Ein generelles Problem besteht jedoch darin, dass bereits die
Unterscheidung zwischen qualitativen und quantitativen Merkmalsridumen
nicht objektiv vorgegeben ist. Die in einem Merkmalsraum zusammenge-
fassten Merkmalswerte kénnen immer irgendwie in eine lineare Ordnung
gebracht werden, so dass es fiir die Quantifizierung von Merkmalsriumen
keine natiirlichen Grenzen gibt. Infolgedessen muss in jedem Einzelfall ge-
priift werden, ob man zu einem sinnvollen Groflenbegriff gelangt.

6. Konzeptionelle und realisierte Merkmalsrdaume. Es sollte beachtet wer-
den, dass es einen begrifflichen Unterschied zwischen Merkmalswerten
(Z1,Z2,...) und bei den Objekten einer gewissen Gesamtheit realisier-
ten Merkmalswerten (z1,z2,...) gibt. Die Merkmalswerte sind durch den
Merkmalsraum einer statistischen Variablen definitorisch vorgegeben; die
Definition stellt zugleich sicher, dass sich alle Merkmalswerte voneinander
unterscheiden. Eine Kenntnis dieser Merkmalswerte ist zwar erforderlich,
um eine statistische Variable definieren zu konnen, vermittelt aber noch
keinerlei Information iiber die Beschaffenheit der Realitdt. Dagegen zei-
gen die realisierten Merkmalswerte einer Variablen, welche der méglichen
Merkmalswerte bei den Mitgliedern einer gewissen Gesamtheit feststellbar
sind. Im Unterschied zu den Merkmalen in einem Merkmalsraum brau-
chen sich die realisierten Merkmalswerte nicht zu unterscheiden. Mehre-
re oder sogar alle Objekte konnen den gleichen Merkmalswert aufweisen;
und andererseits ist es auch moglich, dass einige konzeptionell méglichen
Merkmalswerte bei den Objekten einer Gesamtheit iiberhaupt nicht vor-
kommen.

Wir unterscheiden also zwischen dem konzeptionellen Merkmalsraum
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X , der zur Definition einer statistischen Variablen X : ) — X voraus-
gesetzt wird, und dem realisierten Merkmalsraum X (), der aus denjeni-
gen Merkmalswerten besteht, die bei den Elementen einer Gesamtheit (2
tatséchlich vorkommen.

7. Mehrdimensionale statistische Variablen. Man kann sich gleichzeitig auf
mehrere Merkmalsrdume beziehen, um die Objekte einer Gesamtheit zu
charakterisieren. Wenn es sich um Menschen handelt, kann man sie z.B.
durch ihr Alter, ihr Geschlecht und ihren Erwerbsstatus charakterisieren;
im Prinzip durch beliebig viele Merkmale. Dem dient der Begriff einer
mehrdimensionalen statistischen Variablen. Die Anzahl ihrer Dimensio-
nen entspricht der Anzahl der Merkmalsrdume, mit denen die Definition
beginnt. Hat man zum Beispiel m Merkmalsrdume )El, e X festgelegt,
kann daraus zunéchst ein kombinierter m-dimensionaler Merkmalsraum
)21 X +ee X /'f'm gebildet werden. Dann kann eine m-dimensionale statisti-
sche Variable

(X1, 0 Xm) 1 Q — X X X Xy (4.2)

definiert werden, die jedem Objekt w € Q gleichzeitig Merkmalswerte
X1(w), ..., Xm(w) zuordnet. Bei sozialstatistischen Erhebungen werden
fast immer mehrere Merkmalsrdume gleichzeitig betrachtet, so dass eine
symbolische Représentation mit mehrdimensionalen Variablen beginnt.

8. Statistische Daten. Statistische Variablen bilden den grundlegenden be-
griflichen Rahmen, in dem man sich in der mit statistischen Methoden
operierenden empirischen Sozialforschung auf gesellschaftliche Verhéltnis-
se und ihre Akteure bezieht. Daraus gewinnt auch das Wort ‘Daten’ seine in
dieser Variante der Sozialforschung iibliche Bedeutung: Daten sind Werte
statistischer Variablen. Dementsprechend ldsst sich verstehen, was in die-
sem Zusammenhang mit Datengewinnung gemeint ist. Man beginnt mit
der Definition einer statistischen Variablen in der Form (4.1) oder (4.2)
und versucht dann, fiir die Mitglieder von 2 Werte der Variablen zu er-
mitteln.* Am Schluss dieses Prozesses der Datengewinnung hat man dann
eine Datenmatrix, die folgendermafien aussieht:

w X3 e X
w1 Ti1 o Tim
Wn  Tnl e Tnm

Jede Zeile entspricht einem Element von €2 und enthilt die fiir dieses Ele-
ment erfassten Merkmalswerte.

4Praktisch bezieht man sich meistens nur auf eine Teilmenge der Gesamtheit Q und
spricht dann von einer Stichprobe. Auswahlverfahren fiir Stichproben werden in Ab-
schnitt 10 besprochen.
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9. Varianten der Datengewinnung. Unsere empirische Realitét besteht al-
lerdings nicht aus Daten, sondern Daten als Werte statistischer Variablen
sind Ergebnis eines Konstruktionsprozesses. Eine erste Unterscheidung er-
gibt sich daraus, von wem und zu welchen Zwecken Daten erzeugt werden.
Dies geschieht zun#chst — auch historisch gesehen — nicht durch Sozial-
wissenschaftler, sondern durch soziale Akteure, die daran interessiert sind,
iitber Mengen von Objekten, insbesondere auch Menschen, Buch zu fiihren.
Zunichst waren dies hauptséchlich staatliche und kirchliche Einrichtun-
gen, dann auch zunehmend Unternehmen und Verbénde. Daten dieser Art
werden oft prozess-produzierte Daten genannt. Exemplarisch kann man
an die von den Sozialversicherungstrigern erzeugte Beschéftigtenstatistik
denken, die seit einiger Zeit teilweise auch fiir sozialwissenschaftliche For-
schungszwecke zur Verfiigung steht.

Prozess-produzierte Daten verdanken sich unmittelbar jeweils be-
stimmten Verwendungszwecken. Davon unterscheidet sich die amtliche Sta-
tistik, die Daten produziert, ohne dabei von jeweils konkret bestimmten
Verwendungszwecken auszugehen. In Deutschland ist ihr zentraler Triger
das Statistische Bundesamt, dessen Aufgaben in einem Gesetz iber die
Statistik fiir Bundeszwecke festgelegt sind. Uber die von der amtlichen Sta-
tistik produzierten Daten und ihre thematischen Schwerpunkte kann man
sich anhand der Statistischen Jahrbiicher informieren.® Zentrale Themen
sind vor allem die Bevolkerungs- und Wirtschaftsstatistik (man vgl. z.B.
Rinne 1996). Insofern gibt es viele Berithrungspunkte mit den Datenkon-
struktionsmethoden der statistischen Sozialforschung. Dies betrifft auch
teilweise die Methoden der Datengewinnung (Krug, Nourney und Schmidt
1999).

Schliefflich werden Daten auch durch Sozialwissenschaftler erzeugt, sei
es im Rahmen von Forschungsprojekten oder in der ,angewandten“ Sozi-
alforschung, wie sie von Instituten, Verbéinden, staatlichen Einrichtungen
und Unternehmen betrieben wird. Dafiir gibt es eine Vielzahl unterschied-
licher Methoden. Neuere Methodenlehrbiicher schlagen oft vor, drei Arten
der Datengewinnung zu unterscheiden: (a) Umfragen bzw. Interviews, (b)
Beobachtung und (c) Text- bzw. Inhaltsanalysen.

10. Haufigkeitsverteilungen. Da sich statistische Daten meistens auf grofie
Gesamtheiten beziehen, miissen sie in geeigneter Weise dargestellt werden,
um nachvollziehbare Informationen zu vermitteln. Dafiir gibt es eine grofie
Anzahl von Methoden, deren Grundziige in der Einfithrung in die Stati-
stik besprochen werden. An dieser Stelle ist es nur erforderlich, den Begriff
einer statistischen Verteilung zu besprechen, von dem statistische Metho-
den ausgehen, da wir ihn spéter bei der Diskussion von Auswahlverfahren
benétigen.

Ausgangspunkt ist irgendeine statistische Variable X : Q — X. Dann

5Zahlreiche Informationen erhilt man auch auf der Homepage des Statistischen Bun-
desamtes: www.destatis.de.
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wird definiert:

Eine statistische Verteilung (auch Hdufigkeitsverteilung oder
Hiufigkeitsfunktion genannt) ist eine Funktion, die jeder Merk-
malsmenge (= Teilmenge des Merkmalsraums X) die absolute
oder relative Haufigkeit zuordnet, mit der Merkmalswerte aus
der Merkmalsmenge in der Gesamtheit €2 vorkommen.

In symbolischen Notationen kann man diese Definition folgendermafien
nachvollziehen. Zun#chst kann man eine absolute Haufigkeitsfunktion

P*[X]: P(X) — R
definieren, die jeder Merkmalsmenge X C X die absolute Héufigkeit
P*[X](X) == [{w € Q| X (w) € X}

zuordnet.® Dann erhilt man durch

P[X]: P(X) — R

wobei P[X](X) := P*[X](X)/|Q] ist, die entsprechende relative Hiufig-
keitsfunktion. Sie hat folgende Eigenschaften:

a) Fiir alle X C X: 0 < P[X](X) < 1.

b) P[X](0) = 0 und P[X](X) = 1.

¢) Wenn X und X’ disjunkt sind, ist P[X](X U X’) = P[X](X) +
P[X](X"). (Additivitdt von Haufigkeitsfunktionen.)

Aufgaben

1. a) Erkldren Sie den Unterschied zwischen logischen und statistischen
Variablen.

b) Erkldren Sie, warum statistische Variablen Funktionen sind. Was
entspricht bei statistischen Variablen dem Definitions- bzw. Wer-
tebereich?

c¢) Erkldren Sie den Unterschied zwischen qualitativen und quantita-
tiven Merkmalsridumen.

d) Erklidren Sie den Unterschied zwischen konzeptionellen und reali-
sierten Merkmalsrdumen.

6In den eckigen Klammern wird der Name der statistischen Variablen angegeben, auf
die sich die Haufigkeitsfunktion bezieht. Sie koénnen entfallen, wenn die Bezugnahme
aus dem Kontext klar hervorgeht.
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Es sei X : Q — X eine statistische Variable. Ist | X ()| gleich,
grofer oder kleiner als |Q?

Geben Sie zwei Beispiele fiir eine 1-dimensionale statistische Varia-
ble an. Erldutern Sie die Objektmengen und Merkmalsraume.

Geben Sie zwei Beispiele fiir eine 2-dimensionale statistische Varia-
ble an. Erldutern Sie die Objektmengen und Merkmalsraume.

Geben Sie zwei Beispiele fiir eine 3-dimensionale statistische Varia-
ble an. Erldutern Sie die Objektmengen und Merkmalsrdume.

. Bei 20 Personen wurden folgende Altersangaben ermittelt: 22, 23, 20,

18,

25, 19, 18, 17, 23, 22, 14, 22, 16, 19, 20, 22, 25, 24, 18, 19. Berechnen

Sie absolute und relative Haufigkeitsfunktionen und stellen Sie diese
durch geeignete Tabellen dar. (Hinweis: Wegen der Additivitit von
Hiaufigkeitsfunktionen geniigt es, die 1-elementigen Merkmalsmengen
zu tabellieren.)

. Betrachten Sie nachfolgende Tabelle als die Definition zweier Funktio-
nen bzw. statistischer Variablen M und V.

M ordnet jedem Lehrstuhl (aus der Menge Q := {w1,...,w10}) die An-
zahl der MitarbeiterInnen zu, V' die Anzahl der Lehrveranstaltungen
pro Semester.

a)

Wl wp W2 W3 W4 W5 W Wy Wg W9 Wio
Mwy|10 9 8 7 6 5 4 3 2 1
V(w) 2 4 5 1 3 4 2 5 1 1

Stellen Sie die Verteilung von M und die Verteilung von V' jeweils
in Form einer Héufigkeitstabelle dar.

Geben Sie den realisierten Merkmalsraum von V' explizit als Menge
an.

Geben Sie den realisierten Merkmalsraum von (M, V) explizit als
Menge an.

Berechnen Sie: V(wy), V ({ws, we, w10, w7}), M ({w1,w10}). Was be-
deuten die Ergebnisse inhaltlich?

Geben Sie die Menge V~1({1}) an. Wie lisst sich diese Menge
interpretieren?

Geben Sie die Menge M~'({m|3 < m < 8}) an. Wie liisst sich
diese Menge interpretieren?

Stellen Sie sich vor, dass mit einer weiteren statistischen Variablen
die Anzahl der Biirordume eines jeden Lehrstuhls erfasst werden
soll. Definieren Sie eine entsprechende statistische Variable und ge-
ben Sie explizit einen geeigneten konzeptionellen Merkmalsraum
an!
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5 Abstandsfunktionen und Metriken

1. Definitionen.
2. Beispiele fiir Metriken.
3. Metrische statistische Variablen.

1. Definitionen. Es sei M eine beliebige Menge. Eine Funktion
d: M xM-—R

die jeweils zwei Elementen a,b € M eine reelle Zahl d(a, b) zuordnet,” wird
eine Abstandsfunktion genannt, wenn fiir alle a,b € M folgende Bedingun-
gen erfiillt sind:

(a) d(a,b) >0
(b) d(a,b) = d(b,a)
(¢) d(a,a) =0

Diese drei Bedingungen bilden Minimalanforderungen. Denkt man z.B. an
rdumliche Absténde, kann man eine weitere Bedingung ins Auge fassen;
dass fiir jeweils drei Merkmalswerte a,b,c € M gelten soll:

(d) d(a,c) < d(a,b)+d(b,c)

Diese Bedingung wird Dreiecksungleichung genannt. Wenn bei einer Ab-
standsfunktion auch diese Bedingung erfiillt ist, wird sie eine Semi- oder
Quasi-Metrik genannt. Schliellich spricht man von einer Metrik, wenn
auch noch die folgende Bedingung erfiillt ist:

() d(a,b) =0 = a=10
2. Beispiele fiir Metriken. Ein einfaches Beispiel fiir eine Metrik (mit einer

beliebigen Basismenge M) erhilt man durch folgende Definition:

0 wenna=b
d(a,b) = { 1 andernfalls

Ein klassisches Beispiel ist die euklidische Metrik. Bezieht man sich auf
eine Ebene, liefert sie folgenden Abstand zwischen zwei Punkten (z,y)
und (2/,y'):

d((z,y), (@",y) = V(@ =)+ (y — y)?

"Man kénnte auch d((a,b)) schreiben, da als Argument das Tupel (a,b) verwendet
wird; es ist jedoch iiblich, nur einfache Klammern zu verwenden.
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Andere Absténde erhélt man durch die City-Block-Metrik, die durch

d((z,y), («",y") = |z — 2’| + |y — ¢/
definiert ist.

3. Metrische statistische Variablen. Eine statistische Variable X : Q —
X wird eine metrische Variable genannt, wenn fiir ihren Merkmalsraum X
eine Metrik definiert ist. (Dies setzt nicht unbedingt voraus, dass es sich
um eine quantitative Variable handelt.)

Man erhélt dann auch eine Abstandsfunktion fiir die Objektmenge €.
Ist némlich d die Metrik fiir X, kann man jeweils zwei Objekten w,w’ € Q
einen Abstand

dy(w, ") == d(X(w), X (W)

zuordnen. d, ist dann eine Quasi-Metrik fiir die Objektmenge 2. Als Bei-
spiel kann man daran denken, einen Abstand zwischen Haushalten durch
die Differenz ihres Haushaltseinkommens zu definieren.
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Aufgaben

1. Erldutern Sie den Begriff einer Abstandsfunktion und geben Sie die
erforderlichen Bedingungen an.

2. Geben Sie zwei Beispiele fiir Abstandsfunktionen an.

3. Welche Bedingung muss hinzukommen, damit eine Abstandsfunktion
auch eine Semi-Metrik ist?

4. Welche Bedingung muss hinzukommen, damit eine Semi-Metrik auch
eine Metrik ist?

5. Geben Sie ein Beispiel fiir eine Metrik an.
6. Geben Sie ein Beispiel fiir eine Semi-Metrik an, die keine Metrik ist.

7. Geben Sie ein Beispiel fiir eine Abstandsfunktionen an, die keine Semi-
Metrik ist.

8. Erldutern Sie anhand von Beispielen den Unterschied zwischen metri-
schen und nicht-metrischen Merkmalsrédumen.

9. Geben Sie ein Beispiel fiir eine metrische Variable an, die keine quan-
titative Variable ist.

10. Berechnen Sie die Absténde (a) nach der Euklidischen Metrik und (b)
nach der City-Block-Metrik zwischen den Punkten (1,3), (2,4), (0,4)
und (—1,1).

11. Gegeben ist die Funktion f : M x M — R mit M := {1,2,3,4,5}.
Sei f(m,m') = |m’ —m + /3 |?. Handelt es sich bei f um eine Ab-
standsfunktion, Semi-Metrik, Metrik? Begriinden Sie Thre Antwort!
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6 Konstruierte Variablen

. Empirische und konstruierte Variablen.

. Indizes und Indikatoren.

. Skalierungs- und Klassifikationsverfahren.

. Additive und nicht-additive Indizes.

Das Prinzip der dimensionalen Homogenitét.

. Beispiele fiir nicht-additive Indizes.

. Verteilungsabhéngige und -unabhéngige Indizes.
. Datenreduktion durch Indexkonstruktionen.

. Guttmans Skalogramm-Analyse.

© 00 DT N

1. Empirische und konstruierte Variablen. Als Ausgangspunkt kann fol-
gende Unterscheidung dienen: Einerseits gibt es empirische Variablen, de-
ren Werte sich direkt aus Beobachtungen, Interviews oder Meflverfahren
ermitteln lassen; andererseits gibt es konstruierte Variablen, die als Funk-
tionen empirischer (oder anderer bereits konstruierter) Variablen entste-
hen. Der Sinn der Unterscheidung ergibt sich durch die Frage, welche
Bedeutung den Werten einer Variablen gegeben werden kann. Die Wer-
te empirischer Variablen gewinnen ihre Bedeutung aus einem Prozess der
Datengewinnung und der dafiir verwendeten Sprache. Die Bedeutung der
Werte konstruierter Variablen muss demgegeniiber durch das Konstrukti-
onsverfahren begriindet werden.

2. Indizes und Indikatoren. Die Beschéftigung mit konstruierten Variablen
bzw. mit Verfahren zur Konstruktion neuer Variablen nimmt in der sozi-
alwissenschaftlichen Methodenliteratur einen breiten Raum ein. In diesem
Kontext hat sich auch ein spezifischer Sprachgebrauch verbreitet: Konstru-
ierte Variablen werden als Indizes bezeichnet und die Variablen, aus denen
ein Index konstruiert wird, werden Indikatoren genannt.

3. Skalierungs- und Klassifikationsverfahren. In der Literatur wird in un-
terschiedlichen Bedeutungen von ,,Skalierungsverfahren® gesprochen. Wir
verwenden folgende Definition: Skalierungsverfahren sind Verfahren zur
Konstruktion, Begriindung und Beurteilung quantifizierender Indizes, also
von Merkmalsrdumen, die als Groéflenbegriffe Verwendung finden sollen.
Davon unterscheiden wir Klassifikationsverfahren als Verfahren zur Kon-
struktion, Begriindung und Beurteilung von klassifizierenden Indizes.

4. Additive und nicht-additive Indizes. Ausgangspunkt fiir Indexkonstruk-
tionen ist stets eine m-dimensionale statistische Variable

(Xl,...,Xm)ZQ — ‘)EIX"'X/?m

Davon ausgehend kann eine neue Variable X* : Q — X+ gebildet werden,
deren Werte sich aus den Variablen Xj,..., X, bestimmen lassen. Diese
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neue Variable wird als ein additiver Index bezeichnet, wenn sie sich in der
Form

X = w X+ w, Xy

darstellen ldsst, wobei w1, . .., w, irgendwelche Gewichte sind. Andernfalls
spricht man von nicht-additiven Indizes.

5. Das Prinzip der dimensionalen Homogenitit. Eine wesentliche Sinn-
voraussetzung, um aus quantitativen Indikatorvariablen einen quantitativ
interpretierbaren additiven Index zu bilden, besteht darin, dass sich al-
le Indikatoren auf eine gleiche Dimension beziehen, d.h. dass jeder ihrer
Merkmalsrdume durch eine Bezugnahme auf den gleichen Groflenbegriff
expliziert werden kann. Wir nennen dies das Prinzip der dimensionalen
Homogenitit.

Akzeptiert man dieses Prinzip der dimensionalen Homogenitit, folgt
daraus, dass additive Indizes im allgemeinen nicht als quantifizierende In-
dizes aufgefasst werden konnen; denn im allgemeinen beziehen sich die zur
Konstruktion verwendeten Indikatorvariablen auf unterschiedliche Dimen-
sionen (soweit man iiberhaupt voraussetzen kann, dass mit den Indikatoren
auf GroBenbegriffe Bezug genommen wird). Eine Ausnahme wiiren nur die-
jenigen Indizes, bei deren Indikatoren es sich um ZahlgroBen handelt, die
vergleichbare Einheiten zdhlen, und Indizes, bei deren Indikatoren es sich
um monetire Grofen handelt.

6. Beispiele fiir nicht-additive Indizes. Ein besonders einfaches Beispiel
kann folgendermaflen angegeben werden. Es gibt zwei Variablen: X; er-
fasst das Einkommen von Haushalten, Xs ihre Ausgaben fiir Miete. Dann
kann man einen Index X* := X5/X; bilden, um den Anteil der Mietko-
sten am Einkommen zu erfassen. Auf diese Weise entsteht ein unmittelbar
verstindlicher quantitativer Index, mit dessen Hilfe Haushalte unterschie-
den, geordnet und verglichen werden koénnen.

FEin weiteres einfach durchschaubares Beispiel vermitteln Indizes fiir
Aquivalenzeinkommen. Zugrunde liegt die Frage, wic Haushaltseinkom-
men sinnvoll verglichen werden kénnen. Das Problem resultiert daraus,
dass Haushalte unterschiedlich viele Mitglieder haben und zum Beispiel ein
Einkommen von 2000 Euro/Monat bei einem 1-Personen-Haushalt und bei
einem 4-Personen-Haushalt sicherlich auf unterschiedliche Einkommens-
situationen verweist. Um Haushaltseinkommen dennoch vergleichbar zu
machen, kéonnte man einen Index fiir das Pro-Kopf-Einkommen verwen-
den, also Y* := Y/H, wobei Y das Haushaltseinkommen und H die Anzahl
der Mitglieder des Haushalts erfasst. Allerdings kann dieser einfache Index
mit dem Argument kritisiert werden, dass sich durch das Zusammenleben
in Haushalten Ersparnisse ergeben, die bei der Konstruktion vergleichba-
rer Einkommenspositionen beriicksichtigt werden sollten, etwa dass einige
Giiter gemeinsam genutzt werden kénnen und nicht fiir jedes Haushalts-
mitglied gesondert angeschafft werden miissen. Die Frage ist dann, wie



34

diese Uberlegung bei der Indexkonstruktion beriicksichtigt werden kann.
Dazu gibt es eine Reihe unterschiedlicher Vorschldge, zum Beispiel das
Schema

Yy = Y/H°

wobei 0 < ¢ < 1. Extremfille sind das unverdnderte Haushaltseinkommen
(6 = 0) und das Pro-Kopf-Einkommen (§ = 1).

7. Verteilungsabhdingige und -unabhingige Indizes. Um einschétzbar zu
machen, welche Anspriiche mit einer Konstruktion von Indizes verbunden
werden konnen, ist es wichtig, dass es zwei wesentlich unterschiedliche
Arten von Konstruktionsverfahren gibt. Man kann sich das folgendermafien
verdeutlichen. M6chte man aus gegebenen Variablen X7, ..., X,, eine neue
Variable X* bilden, setzt dies voraus, dass angegeben wird, wie man fiir
die Elemente einer Gesamtheit ) aus gegebenen Werten fiir X1,..., X,,
Werte fiir den Index X* berechnen kann. Dafiir gibt es zwei wesentlich
unterschiedliche Moglichkeiten:

a) Fiir jedes w € Q sind zur Berechnung von X*(w) nur die Werte
X1(w), ..., Xpm(w) erforderlich. Wir sagen dann, dass die neue Variable
X* mit einem wverteilungsunabhingigen Verfahren konstruiert wird.

b) Andererseits kann es sein, dass fiir einige oder alle Elemente w der
Wert von X*(w) auch davon abhiingt, welche Werte die Indikatoren
X1,..., X, bei anderen Elementen von Q) aufweisen. Wir sagen dann,
dass die neue Variable X* mit einem verteilungsabhdingigen Verfahren
konstruiert wird.

In diesem Zusammenhang ist es auch niitzlich, daran zu erinnern, dass
Datenkonstruktionsverfahren oft eine Standardisierung statistischer Va-
riablen beinhalten und dass schon dadurch eine Verteilungsabhéngigkeit
erzeugt wird.

8. Datenreduktion durch Indexkonstruktionen. Mit Indexbildung ist fast
immer eine Datenreduktion verbunden. Damit ist gemeint: Hat man einen

Index X*:=g(Xy,...,X,,) konstruiert, konnen aus den Werten von X*
im allgemeinen die Werte der Variablen Xj,..., X,, nicht rekonstruiert
werden.

9. Guttmans Skalogramm-Analyse. Manchmal kénnen Indizes konstruiert
werden, die eine Reproduzierbarkeitsbedingung erfiillen, womit gemeint ist,
dass aus den Werten des Index die Werte der Indikatoren berechnet wer-
den konnen. Als Beispiel besprechen wir die sog. Skalogramm-Analyse von
Louis Guttman. — Ausgangspunkt ist eine Menge binérer Indikatoren:

X;:0— &;:={0,1} (fir j=1,...,m)

In einer oft verwendeten Rhetorik repréisentieren diese Indikatoren die Er-
gebnisse einer Bearbeitung von Aufgaben bei einem Test. Es gibt dann m
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Aufgaben Ai,...,An, und X; bekommt den Wert 1, wenn die Aufgabe
A; erfolgreich gelost worden ist, andernfalls den Wert 0. Die Grundidee
besteht darin, fiir jede Aufgabe einen ,,Grad ihrer Schwierigkeit“ und fiir
jede Person einen ,,Grad ihrer Féhigkeit“ (zur Losung der Aufgaben) anzu-
nehmen. Die Frage ist, ob und ggf. wie solche ,,Gréflen* gefunden werden
konnen.

Nehmen wir also an, dass mit einem Test fiir jede Person ermittelt
worden ist, welche der Aufgaben sie gelost und welche sie nicht gelost hat.
Es sei

. 1 wenn Person w; die Aufgabe A; gelost hat
Vi = 0 andernfalls

Dann kann fiir jede Person eine Gréfie ;. := Z;n:l x;; definiert werden,

die angibt, wieviele der Aufgaben von ihr gelést worden sind; und analog
kann fiir jede Aufgabe eine GroBe x.; := Y i, z;; definiert werden, die
angibt, wieviele Personen die Aufgabe gelost haben.

Die Reproduzierbarkeitsbedingung lasst sich erfiillen, wenn simultan
eine lineare Ordnung der Personen und eine lineare Ordnung der Aufgaben
gefunden werden kann, so dass nach geeigneter Umbenennung der Indizes
gilt: 2. < x0. < +-- < . und 2.1 < zo < -0 < Xy, Gelingt dies,
kann man den Schwierigkeitsgrad der Aufgaben durch

sj i =n+1l—-x;
und den F#higkeitsgrad der Personen durch

X
L

:= max { s; | Person ¢ hat Aufgabe j gelost }

definieren und sich dann davon iiberzeugen, dass jede Person w; genau die
Aufgaben A; gelost hat, fir die s; <« gilt.

Ein Beispiel soll den Gedankengang verdeutlichen. Es sei angenommen,
dass es 4 Aufgaben gibt, die von 5 Personen bearbeitet worden sind, und
folgende Ergebnisse entstanden sind:

1 2 3 4

wi 1 1 10

wy 1 1 1 1

w3 0 0 1 0

Wy 01 1 0

ws 1 1 1 0
Daraus findet man: z.;, = 3,z = 4, 2.3 = 5, z., = 1 und folgende

Schwierigkeitsgrade der Aufgaben: s; = 3, so =2, s3 = 1, s4 = 5. Weiter-
hin findet man fiir die Personen

1. =3, xa. =4, x3. =1, 4. =2, 5. = 3
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und fiir ihre Féhigkeiten

1 =3,25=>5a25=1, a; =2, 2f =3

Ordnet man schlielich die Aufgaben nach ihrer Schwierigkeit und die Per-
sonen nach ihrer Fahigkeit, erhélt man folgende geordnete Datenmatrix:

3 2 1 4
wsg 1 0 0 O
wg 11 0 0
wp 1 1 10
ws 1 1 1 0
wy 1 1 1 1

Fiir jede Person kann also, wenn man ihre durch das Verfahren definierte
Fihigkeit kennt, berechnet werden, welche der Aufgaben sie gelost hat.

Natiirlich héingt es von den jeweils vorliegenden Daten ab, ob das Ver-

fahren zum Erfolg fithrt, d.h. ob ein Index konstruiert werden kann, der
die Reproduzierbarkeitsbedingung erfiillt.

Aufgaben

1.

S Gk W

10.

Erkldren Sie anhand von Beispielen, wie in der sozialwissenschaftlichen
Methodenlehre die Worte ‘Index’ und ‘Indikator’ verwendet werden.

Geben Sie zwei Beispiele fiir additive Indizes an.

Geben Sie zwei Beispiele fiir nicht-additive Indizes an.

Geben Sie zwei Beispiele fiir verteilungsunabhingige Indizes an.
Geben Sie zwei Beispiele fiir verteilungsabhéngige Indizes an.

Erkliiren Sie, was man unter Aquivalenzeinkommen versteht und wie
man sie berechnet. Handelt es sich um additive oder nicht-additive
Indizes?

Angenommen, man hat sich bei einer Skala zur Berechnung von Haus-
haltsdquivalenzeinkommen fiir einen Wert § = 0.7 entschieden. Wie
grof} miisste das Haushaltseinkommen eines 4-Personen-Haushalts sein,
damit dieser zu einem 2-Personen-Haushalt mit 2800 Euro pro Monat
dquivalent ist?

Erklidren Sie, was mit der Aussage gemeint ist, dass mit einer Index-
konstruktion im allgemeinen eine Datenreduktion verbunden ist.

Erkldren Sie, was es bedeutet, dass ein Index die Reproduzierbarkeits-
bedingung erfiillt.

Geben Sie ein Beispiel fiir einen Index an, der die Reproduzierbarkeits-
bedingung nicht erfiillt, und begriinden Sie dies.

11.

12.

13.

14.
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Erkldren Sie, was man unter dem Prinzip der dimensionalen Homoge-
nitéit versteht.

10 Personen haben 4 Aufgaben bearbeitet; x;; ist gleich 1, wenn Person
i die Aufgabe j erfolgreich gelost hat, andernfalls gleich 0. Es gibt
folgende Datenmatrix X = (z;;):

R ORFRREFHROKRRRO
= e e
_— o, O OOk OOoOo
OO OO === O

Priifen Sie, ob bei diesen Daten Guttmans Skalogramm-Analyse erfolg-
reich verwendet werden kann. Wenn ja, berechnen Sie fiir jede Aufgabe
einen Schwierigkeitsgrad und fiir jede Person einen Féhigkeitsgrad.

10 Personen haben 4 Aufgaben bearbeitet; z;; ist gleich 1, wenn Person
i die Aufgabe j erfolgreich gelost hat, andernfalls gleich 0. Es gibt
folgende Datenmatrix X = (z;;):

R O R R R R R RF~O
= e e e
— O R OO0, OOO
— O = O RO

Priifen Sie, ob bei diesen Daten Guttmans Skalogramm-Analyse erfolg-
reich verwendet werden kann. Wenn ja, berechnen Sie fiir jede Aufgabe
einen Schwierigkeitsgrad und fiir jede Person einen Fiahigkeitsgrad.

Geben Sie ein Beispiel fiir einen Index an, bei dem Guttmans Repro-
duzierbarkeitsforderung nicht erfiillt ist.
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7 Relationale Daten und Relationen

. Relationale Aussagen und Aussageformen.

. Symbolische Notationen.

Verweise auf Objektmengen.

. Relationen.

. Ein Beispiel.

. Definition einer Relation durch ein kartesisches Produkt.
. Relationale Variablen.

. Darstellung durch eine Adjazenzmatrix.

. Formale Eigenschaften von Relationen.
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1. Relationale Aussagen und Aussageformen. Von Beziehungen wird in
vielen unterschiedlichen Varianten geredet. Hier sind einige Beispiele:

— Zwei Menschen kennen sich oder sind befreundet oder sind verheiratet.
— Ein Mensch erzielt ein hoheres Einkommen als ein anderer.

— Zwei Schiiler sind Mitglieder derselben Schulklasse.

— Ein Mensch ist Angestellter eines bestimmten Unternehmens.

— Ein Unternehmen bezieht von einem anderen Unternehmen Vorleistun-
gen fiir seine Giiterproduktion.

— Zwei Computer sind durch ein Netzwerk verbunden, so dass Daten aus-
getauscht werden konnen.

Dies sind Beispiele fiir relationale Aussagen: Aussagen, die sich gleichzei-
tig auf jeweils zwei (oder mehr) Objekte beziehen. Zu unterscheiden sind
relationale Aussagen und Aussageformen. Zum Beispiel ist

Franz ist verheiratet mit Karin

eine relationale Aussage, die ihrer Intention nach einen Sachverhalt aus-
driickt und infolgedessen wahr oder falsch sein kann. Dagegen ist

w ist verheiratet mit w’

eine relationale Aussageform. In diesem Fall sind w und w’ logische Varia-
blen. Relationale Aussagen, die wahr oder falsch sein kénnen, entstehen
erst dann, wenn man in die logischen Variablen (Leerstellen) bestimmte
Namen einsetzt (z.B. Franz und Karin).

2. Symbolische Notationen. Um Schreibweisen abzukiirzen, werden oft
Symbole verwendet. Wir verwenden im Folgenden das Symbol ~, um
auf relationale Ausdriicke zu verweisen. Wenn man inhaltlich bestimm-
te Aussagen machen mochte, muss natiirlich eine Bedeutung vereinbart
werden. Zum Beispiel konnte vereinbart werden: Das Symbol ~ soll bis
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auf weiteres als Abkiirzung fiir den relationalen Ausdruck ‘ist verheiratet
mit’ verwendet werden. Unabhéngig von der Vereinbarung einer bestimm-
ten Bedeutung kénnen jedoch mit dem Symbol ~ relationale Aussagefor-
men formuliert werden, die allgemein die Form w ~ «’ haben. In dieser
Schreibweise handelt es sich also um eine Aussageform. Erst wenn man
dem Symbol ~ eine bestimmte Bedeutung gibt und anstelle von w und w’
Namen fiir bestimmte Objekte einsetzt, entsteht eine relationale Aussage,
die wahr oder falsch sein kann.

3. Verweise auf Objektmengen. Allerdings muss man wissen, auf welche
Arten von Objekten man sich beziehen kann, um aus relationalen Aussa-
geformen relationale Aussagen zu machen. Die Umgangssprache orientiert
sich an der Bedeutung der relationalen Ausdriicke. Ist z.B. fiir das Sym-
bol ~ die Bedeutung ‘ist verheiratet mit’ vereinbart worden, ist auch klar,
dass man nur dann zu sinnvollen Aussagen gelangt, wenn man fiir w und w’
Namen von Menschen einsetzt. Fiir die weiteren Uberlegungen soll ange-
nommen werden, dass man sich jeweils auf eine explizit definierte Menge
von Objekten beziehen kann, deren Elemente als Objekte fiir relationa-
le Aussagen verwendet werden kénnen. Zur symbolischen Représentation
dient die Schreibweise

Q= {wi,...,wn}

Hierbei sind wy, . . . ,w, Namen fiir die Objekte, auf die man sich gedanklich
beziehen mochte, und das Symbol 2 dient zum Verweis auf die Menge
dieser Namen bzw. Objekte.

4. Relationen. Nach diesen Voriiberlegungen kann der Begriff einer Rela-
tion, wie er im weiteren verwendet werden soll, explizit definiert werden.
Eine Relation besteht aus drei Bestandteilen:

a) Es muss ein relationaler Ausdruck ~ eingefiithrt werden, mit dem re-
lationale Aussageformen der Gestalt w ~ w’ gebildet werden kénnen.
(Sobald man nicht nur rein formale Betrachtungen anstellen mochte,
muss natiirlich auch die inhaltliche Bedeutung angegeben werden.)

b) Es muss eine Objektmenge Q := {w1,...,w,} angegeben werden, de-
ren Elemente als Namen verwendet werden konnen, um relationale
Aussagen bilden zu kénnen.

¢) SchlieBlich muss angegeben werden, welche der insgesamt mdoglichen
relationalen Aussagen wahr bzw. falsch sind.

Es wire also eine verkiirzte und potentiell irrefithrende Redeweise, das
Symbol ~ eine Relation zu nennen. Dieses Symbol bildet nur ein Hilfsmit-
tel zur Formulierung relationaler Aussagen. Die Relation selbst besteht
vielmehr in der Gesamtheit der zutreffenden relationalen Aussagen, die
man mithilfe des relationalen Ausdrucks ~ iiber alle méglichen Paare von
Objekten in der Objektmenge 2 machen kann. Sobald man sich dies klar-
gemacht hat, kann man natiirlich von einer Relation (£2, ~) sprechen und
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auch abkiirzend von einer Relation ~, wenn der Bezug auf eine bestimmte
Objektmenge durch den Kontext gegeben ist.

5. Ein Beispiel. Ein einfaches Beispiel kann die Begriffsbildungen illustrie-
ren. Die Objektmenge besteht aus 5 Personen: Q := {w1,...,ws}, und es
soll festgestellt werden, wer mit wem verheiratet ist. Die Bedeutung des
Symbols ~ wird also durch ‘ist verheiratet mit’ festgelegt. Mithilfe der
Aussageform w ~ w’ kénnen in diesem Beispiel auf insgesamt 25 unter-
schiedliche Weisen relationale Aussagen gebildet werden. Einige davon sind
richtig, die iibrigen sind falsch. Angenommen, dass w; und ws und auch
wy und wy verheiratet sind, gibt es folgende Aussagen:

Zutreffende Aussagen Unzutreffende Aussagen

w1 ~ W3 W1 ~Y W1 W2 ~Ws Wyqg Wy
w3 ~ W1 W1 ~Y W2 W3 ~W2 W4~ Ws
wWo ~ Wy W1 ~YWg W3 ~W3 Wy~ W
Wy ~ Wy W1 ~YWs W3 ~Wqg Wy~ Wy

W2 ~ W1 W3~ W5 W5~ w3
Wy ~ W2 Wqg~Wp Wy~ Wy
Wy ~ W3 Wqg ~W3 W5~ Ws

Die Relation besteht in diesem Beispiel aus der Gesamtheit der 25 Aussa-
gen, von denen 4 zutreffend, die iibrigen 21 nicht zutreffend sind.

6. Definition einer Relation durch ein kartesisches Produkt. Das Beispiel
zeigt, dass sich eine Relation auf alle moglichen Paare von Objekten be-
zieht, die man aus den Elementen einer Objektmenge bilden kann. In der
Mengenlehre verwendet man dafiir den Begriff eines kartesischen Produkts.
Verwendet man diesen Begriff, besteht eine Relation fiir eine Objektmenge
Q darin, dass fiir jedes Element (w,w’) € Q x Q angegeben wird, ob die
relationale Aussage w ~ w’ zutrifft oder nicht. Infolgedessen kann man ei-
ne Relation fiir die Objektmenge 2 durch eine Teilmenge des kartesischen
Produkts © x Q festlegen, die genau diejenigen Paare (w,w’) enthilt, fiir
die die relationale Aussage zutrifft. In unserem Beispiel:

R* = {(wh w3)7 (w37 w1)7 (w27 w4)7 (CU4,CU2)}

Diese Methode wird Definition einer Relation durch ein kartesisches Pro-
dukt (einer Objektmenge mit sich selbst) genannt. Somit kann man auch
sagen, dass jeder Teilmenge von €2 x (2 eine jeweils spezifische Relation fiir
die Elemente von ) entspricht.

7. Relationale Variablen. Eine andere Moglichkeit, um sich begrifflich auf
Relationen fiir eine Objektmenge 2 zu beziehen, besteht in der Verwen-
dung relationaler Variablen. Mit diesem Begriff sind (zunéchst) Funktio-
nen gemeint, die folgende Form haben:

R:QxQ — {0,1}
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R ist der Name der Funktion (der relationalen Variablen), @ x € ist ihr
Definitionsbereich und {0,1} ist ihr Wertebereich. Die Funktion (relatio-
nale Variable) R ordnet also jedem Element (w,w’) € £ x Q einen Wert
R(w,w’) € {0,1} zu, wobei folgende Bedeutung vereinbart wird:

, 1 wenn w~ w' zutrifft
R(w,w’) = ;. .
0 wenn w ~ w' nicht zutrifft
Wie sich spéter zeigen wird, ist der Begriff einer relationalen Variablen sehr
niitzlich, weil er sich leicht verallgemeinern ldsst, um in komplexerer Weise
von Relationen zu sprechen. Auflerdem gibt es eine gedanklich einfache
Parallele zu statistischen Variablen, also zu Funktionen der Form

X:0— X

die jedem Element einer Objektmenge €2 einen Merkmalswert in einem
Merkmalsraum X zuordnen. Der Unterschied besteht nur darin, dass ei-
ne statistische Variable jedem einzelnen Objekt, eine relationale Variable
dagegen jedem Paar von Objekten einen Merkmalswert zuordnet.

8. Darstellung durch eine Adjazenzmatriz. An dieser Parallele kniipft auch
eine weitere Moglichkeit zur Darstellung von Relationen an. Beziehen wir
uns zuniichst auf eine statistische Variable X : Q — X . Thre Werte (die
Daten) konnen in Form einer Datenmatrix dargestellt werden, die folgende
Form hat:

w  X(w)
w1 X(wl)
W X (wn)

Jede Zeile bezieht sich auf jeweils ein Objekt der Objektmenge 2. Die erste
Spalte enthilt den Namen des Objekts, die zweite Spalte den Merkmals-
wert, der dem Objekt durch die Variable zugeordnet wird. Auf dhnliche
Weise kann man die Werte einer relationalen Variablen durch ein zwei-
dimensionales Schema darstellen, das allgemein folgende Form hat:

| w1 Wn

wi | Rlwi,wi) -+ R(wi,wn)

wn | Rlwp,wi) -+ R(wn,wn)
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Fiir das oben angefiihrte Beispiel erhélt man folgende Darstellung:

W) W2 W3 Wi Ws
wi| O 0 1 0 0
w2l O 0 0 1 0
w3l 1 0 0 0 O
we|l O 1 0 0 O
ws| O 0 0 0 O

Wenn ein Schema dieser Art verwendet wird, um eine Relation darzustel-
len, spricht man von einer Adjazenzmatriz.

9. Formale Figenschaften von Relationen. Zur formalen Charakterisie-
rung von Relationen gibt es zahlreiche Begriffsbildungen. An dieser Stelle
geniigen die folgenden, zu deren Erldauterung angenommen wird, dass eine
Relation (€2, ~) gegeben ist.

a) Die Relation (€2, ~) wird reflexiv genannt, wenn gilt:
Fir alle we Q: w~w
b) Die Relation (9, ~) wird symmetrisch genannt, wenn gilt:
Fir alle w,w' €Q: w~w = W ~w
c) Die Relation (Q, ~) wird transitiv genannt, wenn gilt:®
Fiir alle w,w’,w"”" € Q: w~w ummdw ~ 0’ = w~w”’

Wenn alle drei Eigenschaften bestehen, spricht man auch von einer Aqui-
valenzrelation. Die oben als Beispiel verwendete Relation ist offenbar sym-
metrisch, jedoch weder reflexiv noch transitiv.

8Man beachte, dass es sich bei w, w’ und w’ um logische Variablen handelt, in die
auch identische Werte eingesetzt werden diirfen.
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Aufgaben

1. Esseien Q := {w1,ws, ws,ws} und ¢ := {wg,ws} zwei Mengen. Berech-
nen Sie die kartesischen Produkte 2 x 2, Q x ® und ® x ®. Geben Sie
aus jedem der Kreuzprodukte eine beliebige nichtleere Teilmenge an.

2. Im folgenden werden einige Relationen definiert. Man gebe fiir jede
Relation an, ob die Eigenschaften der Reflexivitit, der Symmetrie und
der Transitivitit erfiillt sind.

a) Es sei Q eine Menge von Tischen, von denen einge drei, einige vier,
einige 6 Beine haben. Die Relation ~ sei durch ,,... hat die gleiche
Anzahl von Beinen wie ...* definiert.

b) Es sei 2 die Menge aller ganzen Zahlen, und die Relation ~ sei
durch ,,... ist kleiner als ...“ definiert.

¢) Es sei 2 die Menge aller ganzen Zahlen, und die Relation ~ sei
durch ,,... ist kleiner oder gleich ...* definiert.

d) Es sei 2 die Menge aller ganzen Zahlen, und die Relation ~ sei
durch ... ist ungleich ...“ definiert.

e) Es sei 2 die Menge aller Teilnehmer unserer Veranstaltung und ~
sei durch ,,... hat am gleichen Tag an der gleichen Ubungsgruppe
teilgenommen wie . ..“ definiert.

Man gebe von jeder Relation an, ob es sich um eine Aquivalenzrelation

handelt.

3. Essel Q:={1,2,3,4,5,6,7,8}, und die Relation ~ sei durch ,,... ist
kleiner oder gleich ...“ definiert. Zur Kodierung werden die Zahlen 0
(wenn die Relation nicht zutrifft) bzw. 1 (wenn die Relation zutrifft)
verwendet. Man stelle die Relation durch eine Adjazenzmatrix dar.

4. Essei Q:={1,2,3,4,5,6,7,8} und
R:={(1,3),(1,5),(2,7),(7,2),(3,8)}

eine Teilmenge von  x Q. Man stelle die durch R definierte Rela-
tion fiir Q durch eine Adjazenzmatrix dar. Ist die Relation reflexiv,
symmetrisch, transitiv?

5. Es sei wieder 2 := {1,2,3,4,5,6,7,8}. Jetzt wird die Relation ~ durch
»- -« ist identisch mit ...« definiert.

a) Handelt es sich um eine Aquivalenzrelation?
b) Man stelle die Relation durch eine Adjazenzmatrix dar.

6. Es sei jetzt Q := {1,2,3,4}. Man finde eine Teilmenge R C Q2 x Q, so
dass die durch R definierte Relation zwar transitiv, aber weder sym-
metrisch noch reflexiv ist.

7. Stellen Sie die in der vorangegangenen Aufgabe gefundene Relation
durch eine Adjazenzmatrix dar.
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8. Essei Q:={1,...,10} und eine Relation durch die Adjazenzmatrix

112345678910
1{0{0j0]j0]1|0O|1|1]0] 0
2(0({0|0|J0O|J0O]O]JO]1T]0] O
31]0]0(0]0]J0O|0O]|0O]0O|0] O
410(0j0j0f1}j1]010]0] O
5(1(0|0|1|10]|1]0]0]0] O
6/0(0|0O|1|21]0]0O|1]1]O0
71110{0]0{0]0|0]O0O|O| O
§(1(1|10|0|10|1]0]0]0] O
910]1]010j0)J0O|11T]0]0|0] 1

10/]0j0j0j0j0|O|0OJ0O]1] O

gegeben. Ist die Relation reflexiv, symmetrisch, transitiv?
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11. Teilgraphen und Cliquen.

12. Wege und Komponenten.

13. Bewertete Graphen.
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15. Bi-modale Graphen.
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1. Allgemeiner Begriff eines Graphen. Unter einem Graphen versteht man
allgemein eine Menge von Knoten, die durch Kanten (Linien oder Pfeile)
verbunden sein kénnen. Die Knoten entsprechen den Objekten, auf die
man sich beziehen mochte, die Kanten werden zur Darstellung von Bezie-
hungen zwischen den Knoten (Objekten) verwendet. Zur Notation wird
die Schreibweise G := (2,K) verwendet, wobei Q := {wi,...,w,} die
Knotenmenge des Graphen und K := {k1,...,kn} die Kantenmenge des
Graphen ist. — Diese Erlduterung zeigt bereits, dass es einen engen Zusam-
menhang zwischen Relationen und Graphen gibt.

2. Ungerichtete Graphen. Zunéchst besprechen wir ungerichtete Graphen,
die den symmetrischen Relationen entsprechen. Sei also (€2, ~) eine symme-
trische Relation. Dann kann man 2 auch als Knotenmenge eines Graphen
betrachten und festlegen, dass es zwischen zwei Knoten w,w’ € Q genau
dann eine Kante gibt, wenn die relationale Aussage w ~ w’ zutrifft. Die
Kantenmenge wird also durch

K = {{w,w'} |w ~ & ist zutreffend }

definiert. Anstelle von geordneten Paaren der Form (w,w’) werden in die-
sem Fall Mengen der Form {w,w’} verwendet, da die Relation symmetrisch
ist, so dass die Reihenfolge keine Rolle spielt.

3. Graphische Darstellung von Graphen. Zur Ilustration kann zunéchst
das bereits im vorangegangenen Abschnitt (Paragraph 5) verwendete Bei-
spiel dienen. In diesem Fall reprisentieren die Knoten die 5 Personen und
die Kanten zeigen, welche der Personen miteinander verheiratet sind. In
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symbolischer Notation hat dieser Graph folgende Form:

G = ({wi,wa, w3, wy, w5}, {{wr,ws}, {wa,ws}})

Anhand dieses Beispiels kann auch die graphische Darstellung von Graphen
erldutert werden. Jeder Knoten des Graphen wird durch einen Punkt (oder
Kreis, Rechteck, . ..) und jede Kante durch eine Verbindungslinie zwischen
den zugehorigen Knoten dargestellt. In diesem Beispiel kann man folgende
Darstellung verwenden:

C—
—=C @

Die Anordnung der Knoten kann beliebig erfolgen, denn sie hat keine Be-
deutung. Oft wihlt man eine Anordnung, die moglichst keine oder nur
wenige Uberschneidungen der die Kanten repriisentierenden Linien erfor-
dert. Ein Graph wird planar genannt, wenn man ihn vollstdndig ohne
Uberschneidungen darstellen kann.

4. FEin Beispiel mit relationalen Daten. Fiir ein weiteres Beispiel kénnen
Daten dienen, die in der ersten Stunde eines Seminars iiber soziale Netz-
werke, an dem 10 Personen teilgenommen haben, erhoben wurden. Das
Ziel war herauszufinden, welche Teilnehmer ,,sich bereits kennen®“. Um das
zu prézisieren, wurde folgende Fragestellung gewihlt: Haben jeweils zwei
der Teilnehmer vor Beginn des Seminars schon mindestens 5 Minuten mit-
einander gesprochen? Um die Daten zu gewinnen, wurde zunéchst eine
Liste der Teilnehmer erstellt:

Q = {wy, w2, w3, ws, ws, we, W1, Ws,wWo, W10}

Dann wurde jeder Teilnehmer gefragt, mit welchen anderen Seminarteil-
nehmern er bereits vor Beginn des Seminars mindestens 5 Minuten gespro-
chen hat.

Tabelle 8.1 zeigt das Ergebnis in Gestalt einer Adjazenzmatrix. Sie be-
schreibt einen Graphen, dessen Knoten aus den 10 Teilnehmern des Semi-
nars bestehen. Die Einsen geben die Kanten des Graphen an und bedeuten,
dafl zwischen den jeweils beteiligten Knoten eine ,,Beziechung* besteht, in
diesem Beispiel dadurch definiert, dal bereits vor Beginn des Seminars
eine Kommunikation stattgefunden hat.

Da es sich um eine symmetrische Relation handelt, ist auch die Ad-
jazenzmatrix symmetrisch und man kann zur Représentation einen unge-
richteten Graphen verwenden, wie folgende graphische Darstellung zeigt.
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Tabelle 8.1 Adjazenzmatrix der Seminardaten.

w1 W2 W3 Wi W5 We W7 W W9 Wi
w1 0 0 0 0 1 0 1 1 0 0
w2 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
w3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
waq 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0
ws 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0
we 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0
wr 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ws 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0
wo 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1
wio | O 0 0 0 0 0 0 0 1 0

i
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5. Der Grad eines Knotens. An dieser Stelle kann ein weiterer Begriff
erlautert werden: der Grad eines Knotens. Bei einem ungerichteten Gra-
phen versteht man darunter die Anzahl der Kanten, die von dem Kno-
ten ausgehen bzw. in ihn miinden. Um den Grad eines Knotens w zu
bezeichnen, verwenden wir die Notation g(w). Die Berechnung kann am
einfachsten mithilfe der Adjazenzmatrix des Graphen erfolgen. Bezeichnet
A = (a;j) die Adjazenzmatrix, gilt ndmlich:

n n
glwi) = Y ai; = Y aj
j=1 j=1

In unserem Beispiel findet man:

w |w1 W2 W3 W4 Wy W Wy WwWg W9 W10

gw)[3 1 0 2 3 4 1 3 2 1

Offenbar liefert der Grad eines Knotens eine Information dariiber, in wel-
chem Ausmafl der Knoten in das Netzwerk eingebunden ist. Gibt es ins-
gesamt n Knoten, kann der Grad eines Knotens bei einer nicht-reflexiven
Beziehung maximal den Wert n — 1 annehmen. Der minimale Wert ist
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natiirlich Null. Knoten, die den Grad Null haben, werden auch isolierte
Knoten genannt.

6. Gerichtete Graphen. Oft sind Relationen nicht symmetrisch; dann wer-
den gerichtete Graphen verwendet. Zur symbolischen Notation kann wie
bei ungerichteten Graphen die Formulierung G := (©2,K) verwendet wer-
den. Es muss nur beriicksichtigt werden, dass bei gerichteten Graphen die
Kantenmenge K aus geordneten Paaren von Knoten besteht, so dass bei
zwei Knoten w und w’ zwischen Kanten, die von w zu w’ fithren, und
Kanten, die von w’ zu w fiihren, unterschieden werden kann. Zur Unter-
scheidung wird von gerichteten Kanten gesprochen. In der graphischen
Darstellung werden deshalb nicht Linien, sondern Pfeile verwendet.

7. Beispiel eines gerichteten Graphens. Als Beispiel betrachten wir eine
Objektmenge 2, die aus 5 Unternehmen besteht. Mit den relationalen
Aussagen der Form w ~ w’ soll erfasst werden, ob das Unternehmen w’
Produkte des Unternehmens w als Vorleistungen verwendet. Es werden
vielleicht folgende Beziehungen festgestellt:

w1 ~ W2, W3 ~ W2, W4~ W3, Wqg Y Ws

so dass die Adjazenzmatrix folgendermaflen aussieht:

>

Il
o O O OO
OO = O
o= O OO
OO O OO
o= O OO

Offenbar ist diese Adjazenzmatrix und dementsprechend auch die Relation
nicht symmetrisch. Zur Darstellung wird deshalb ein gerichteter Graph
verwendet, dessen Kantenmenge durch

K= {(wlv w2)7 ((U3, WQ)» ((U4, W3), (w47 w5)}

definiert ist. Es handelt sich um gerichtete Kanten, und die graphische
Darstellung sieht folgendermafien aus:

0

8. Fingangs- und Ausgangsgrad. Bei gerichteten Graphen mufl unter-
schieden werden zwischen der Anzahl der Kanten, die in einen Knoten
einmiinden, und der Anzahl der Kanten, die von ihm ausgehen. Im ersten
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Fall spricht man vom Fingangsgrad (g.), im zweiten Fall vom Ausgangsgrad
(9a) eines Knotens. Bezieht man sich auf eine Adjazenzmatrix A = (a;;),
erhilt man folgende Definitionen:?

ga(wi) = Zaij und ge(wi) = Zaji
j=1

j=1

In unserem Beispiel findet man folgende Werte:

W ga(w) ge(w)
w1 1 0
w2 0 2
w3 1 1
Wy 2 0
W5 0 1

Der Eingangsgrad eines Unternehmens gibt an, von wie vielen anderen
Unternehmen es Vorleistungen bezieht; der Ausgangsgrad gibt an, an wie
viele andere Unternehmen Giiter als Vorleistungen abgegeben werden.

9. Schlingen und einfache Graphen. Kanten, die in einem (ungerichte-
ten oder gerichteten) Graphen Knoten mit sich selbst verbinden, werden
Schlingen genannt. Graphen ohne Schlingen werden einfache Graphen ge-
nannt. Bei vielen Begriffsbildungen bezieht man sich normalerweise nur
auf einfache Graphen.

10. Dichte eines Graphen. So wird z.B. der Begriff der Dichte eines Gra-
phen normalerweise nur fiir einfache Graphen verwendet und folgenderma-
Ben definiert:

Anzahl der vorhandenen Kanten

Dichte :=
e Anzahl der moglichen Kanten
wobei es bei einem gerichteten Graphen mit n Knoten n(n — 1) mogliche
Kanten und bei einem ungerichteten Graphen mit n Knoten n(n —1)/2
mogliche Kanten gibt. Ein Graph, bei dem alle moglichen Kanten vorhan-
den sind, wird ein vollstindiger Graph genannt.

11. Teilgraphen und Cliquen. Ein Graph (€, K’) heiit ein Teilgraph eines
Graphen (2, K), wenn ' eine Teilmenge von 2 und K’ eine Teilmenge von
K ist. Ein maximaler Teilgraph, der aus mindestens drei Knoten besteht
und bei dem jeder Knoten mit jedem anderen Knoten verbunden ist, wird
eine Cligue genannt. Offenbar kann man auch von mazimal vollstindigen
Teilgraphen sprechen.

9Bei der Darstellung eines gerichteten Graphen durch eine Adjazenzmatrix A = (a;;)
wird stets von der Konvention ausgegangen, dass die Richtung von i (Zeilen) zu j
(Spalten) gegeben ist.
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12. Wege und Komponenten. Zur Definition von Komponenten beziehen
wir uns zunéchst auf einen ungerichteten Graphen mit der Knotenmenge
{1,...n}. Dann ist mit dem Begriff Weg eine Folge von Knoten g, ..., i
gemeint, so dass es zwischen je zwei aufeinander folgenden Knoten eine
Kante gibt.'% Man sagt auch, dass ein solcher Weg vom Knoten iy zum
Knoten i, fithrt; die Anzahl der Kanten, also m, wird Ldnge des Weges
genannt.

Im allgemeinen kann es zwischen jeweils zwei Knoten eines ungerichte-
ten Graphen einen, mehrere oder auch keinen Weg geben. Darauf bezieht
sich der Begriff einer Komponente: Eine Komponente eines ungerichteten
Graphen ist ein maximaler Teilgraph, bei dem fiir jeweils zwei Knoten gilt,
dass sie durch mindestens einen Weg miteinander verbunden sind. Ein un-
gerichteter Graph, der nur aus einer einzigen Komponente besteht, wird
zusammenhingend genannt. (Komponenten kénnen also auch als mazima-
le zusammenhdingende Teilgraphen bezeichnet werden.)

Die eben angegebene Definition gilt nur fiir ungerichtete Graphen. Bei
gerichteten Graphen kann man zunéchst in zwei unterschiedlichen Weisen
von Wegen sprechen:

a) Eine Folge von Knoten 4y, ..., i, wird ein (gerichteter) Weg von ig
nach i, genannt, wenn jeweils zwei aufeinander folgende Knoten i
und ix4+1 durch eine gerichtete Kante von ¢; nach ¢y verbunden
sind.

b) Eine Folge von Knoten iy, . .., i, wird ein Semi-Weg von ig nach i,,
genannt, wenn jeweils zwei aufeinander folgende Knoten ix und i1
durch eine gerichtete Kante verbunden sind, die von ij nach g4
oder von ij41 nach i fithrt.

Dementsprechend unterscheidet man bei gerichteten Graphen zwischen
zwei Arten von Komponenten: Eine Komponente ist ein maximaler Teil-
graph, bei dem jeweils zwei Knoten durch mindestens einen Weg verbunden
sind; dagegen spricht man von einer Semi- Komponente, wenn nur gefordert
wird, dass jeweils zwei Knoten durch mindestens einen Semi-Weg verbun-
den sind. Ein gerichteter Graph, der nur aus einer einzigen Komponente
besteht, wird zusammenhdngend oder auch unzerlegbar genannt.

13. Bewertete Graphen. Bei einer Relation (£2, ~) wird nur festgestellt, ob
fiir jeweils zwei Objekte w,w’ € Q die relationale Aussage w ~ w’ zutrifft
oder nicht. Zum Beispiel: Zwei Personen sind verheiratet oder nicht verhei-
ratet. Oft ist es jedoch von Interesse, qualitative oder quantitative Unter-
schiede in der Art der Beziehung zu erfassen. Zum Beispiel konnte man bei
personlichen Beziehungen zwischen Bekanntschaften und Freundschaften

10Bei dieser allgemeinen Definition ist also zugelassen, dass dieselbe Kante innerhalb
eines Wegs mehrfach auftreten kann. Wenn dies ausgeschlossen werden soll, sprechen
wir von Wegen ohne Kantenwiederholungen.
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unterscheiden; oder bei dem in Paragraph 7 verwendeten Beispiel konnte
man unterscheiden, in welchem Ausmafl Vorleistungen bezogen werden.
Um solche Unterscheidungen beriicksichtigen zu kénnen, werden bewerte-
te Graphen verwendet: Jeder (gerichteten oder ungerichteten) Kante des
Graphen wird dann eine Zahl zugeordnet, die die durch die Kante reprisen-
tierte Beziehung charakterisiert.

Als Beispiel verwenden wir wieder eine Objektmenge, die aus 5 Unter-
nehmen besteht. In diesem Fall soll es sich jedoch um Aktiengesellschaften
handeln, so dass man feststellen kann, wie viel Prozent des Aktienkapi-
tals eines Unternehmens von einem anderen Unternehmen gehalten wird.
Solche Daten kénnen wiederum in Form einer Adjazenzmatrix dargestellt
werden, wobei jetzt aber in den einzelnen Feldern der Matrix die Prozent-
anteile des Kapitalbesitzes eingetragen werden. In unserem Beispiel sieht
die Adjazenzmatrix vielleicht folgendermaflen aus:

0 20 00 O
0 0 0 0 O
A = 0 40 0 0 O
0 0 10 0 60
0 0 0 0 O

Das Unternehmen w; hélt am Unternehmen wy 20 % der Kapitalanteile
usw. Man erhélt dann folgende graphische Darstellung:

20
6
s 10 @ 60 @

Zur symbolischen Notation bewerteter Graphen wird in der Literatur oft
die Formulierung G := (2, K, v) verwendet. 2 ist die Knotenmenge, K die
Kantenmenge. Hinzu kommt eine Funktion v : K — R, die jeder Kante
k € K eine Zahl v(k) € R zuordnet und als Bewertung der Kante be-
zeichnet wird (wobei natiirlich eine jeweils sinnvolle Bedeutung vereinbart
werden muss). In unserem Beispiel sieht diese Funktion folgendermafien
aus:

K v(kK)
(wl, (UQ) 20
(W3, (UQ) 40
(wg,w3) 10
(W4, (U5) 60
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14. Relationale Variablen. Als einheitlicher begrifflicher Rahmen fiir Gra-
phen aller Art eignen sich am besten relationale Variablen, die in allgemei-
ner Weise als Funktionen der folgenden Form definiert sind:

R:OxQ — R

Hierbei ist © eine Objektmenge und R ein im Prinzip beliebig konzi-
pierbarer Merkmalsraum. Die relationale Variable R ordnet jedem Ele-
ment (w,w’) € Q x Q einen Merkmalswert R(w,w’) € R zu. Wie bereits
besprochen wurde, geniigt fiir unbewertete Graphen ein Merkmalsraum
R := {0,1}, da nur unterschieden werden muss, ob zwischen zwei Objek-
ten eine Beziehung besteht oder nicht. Wenn man differenziertere Merk-
malsrdume verwendet, kénnen jedoch auch beliebige bewertete Graphen
représentiert werden. Fiir das zuvor besprochene Beispiel kann man als
Merkmalsraum z.B. die Zahlen von 0 bis 100 verwenden, und R(w,w’)
bedeutet dann den Prozentanteil des Kapitals des Unternehmens w’, den
das Unternehmen w besitzt. Relationale Variablen bieten also sehr flexible
Formulierungsméglichkeiten. AuBerdem lassen sich viele Uberlegungen und
Unterscheidungen, die fiir statistische Variablen bereits eingefiihrt worden
sind, unmittelbar tibertragen.

15. Bi-modale Graphen. Zum Abschlufl soll noch kurz erwidhnt werden,
dass man sich auch fiir Beziechungen zwischen Objekten interessieren kann,
die unterschiedlichen Arten von Objektmengen angehéren. Als Beispiel
kann man sich auf die Frage beziehen, an welchen Lehrveranstaltungen
die Studenten eines bestimmten Studiengangs teilnehmen. Dann gibt es
zwei Objektmengen. Erstens eine Objektmenge Q := {w1,...,w,}, die die
Studenten repriisentiert, zweitens eine Objektmenge Q* := {w7,...,w} },
die die Lehrveranstaltungen représentiert. Ist nun w € Q und w* € Q*, soll
die Aussage w ~ w* bedeuten, dass der Student w an der Lehrveranstal-
tung w* teilnimmt. Da es in diesem Fall zwei Objektmengen gibt, spricht
man von einer bi-modalen Relation bzw. von einem bi-modalen Graphen.
Daten kénnen durch eine bi-modale Adjazenzmatriz erfasst werden, die
folgende allgemeine Form hat:

WT c w;;l
wi | air o Qim
Wp | Apn1 Anm,

Wenn a;; = 1 ist, nimmt der Student w; an der Lehrveranstaltung w} teil,
andernfalls nicht.

Als Beispiel kann man sich vorstellen, dass es 5 Studenten und 3 Lehr-
veranstaltungen gibt und dass die bi-modale Adjazenzmatrix folgenderma-
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fen aussieht:

>
Il
OO = ==

0
0
1
1
1

O = O OO

Den entsprechenden bi-modalen Graphen kann man sich dann durch fol-
gende Darstellung veranschaulichen:

GRONS

ORONO

Wiederum kann man auch relationale Variablen verwenden, die jetzt fol-
gende allgemeine Form haben:

R:OxQ" — R

Jedem Element (w,w*) € Q x Q* wird ein bestimmter Wert R(w,w*) € R
zugeordnet, der entweder nur feststellt, ob eine Beziehung besteht, oder
(bei einem bewerteten bi-modalen Graphen) diese Beziehung niher cha-
rakterisiert. Man spricht dann von einer bi-modalen relationalen Variablen.
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Aufgaben

1. Ein Graph sei durch folgende Adjazenzmatrix definiert:

1|2|3|4|5|6|7\8|9|10|
1{ofl1]1|of1]ol1]1]0] O
2l1lofl1]lofoflofof[1]0] O
3f1l1]oflofloflofofofo] O
4loflofofof[1]{1]o]o]o] O
sl1lojofl1]o]l1]ofofo0] O
6lolojofl1]1]ofof[1]|1] O
7/1]oJoflojlojloflo]loflo] O
gl1l1]oflofofl1]ofo]o0] O
ololofloflofol1]o]o]o]|1
wlofofloflofoflof[o[o|1] 0O

Man gebe eine graphische Darstellung des Graphen.
Ist der Graph a) reflexiv, b) symmetrisch, ¢) transitiv?
Man berechne fiir jeden Knoten seinen Grad.

Man berechne die Netzwerkdichte.

Aus wievielen Komponenten besteht der Graph?

Man bestimme alle Cliquen des Graphen.

Man bilde den induzierten Teilgraphen, der nur aus den Knoten 5,
6, 7, 8 und 10 besteht. Der induzierte Graph soll a) graphisch und
b) durch eine Adjazenzmatrix dargestellt werden.
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2. Folgende Daten erfassen die Teilnahme von 18 Frauen an 14 sozialen
Ereignissen (Quelle: G. Homans, The Human Group. London 1951,

]

S.83).
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
w1 Evelyn X X X X X X X X
wo  Laura X X X X X X X
w3 Theresa X X X X X X X X
wsa  Brenda X X X X X X X
ws  Charlotte X X X x
wg  Frances X X X X
w7  Eleanor X X x X
wg  Pearl X X X
w9  Ruth X X X X
wio Verne X X X x
w11  Myra X X X X
w12 Katherine X X X x X
w1z Sylvia X X X X X X
w14 Nora X X X X b x x
w15 Helen X X X X X
wie Dorothy X X

w17 Olivia
wig Flora

w

X

»

X

Aus diesen Daten soll ein ungerichteter Graph konstruiert werden, bei
dem zwei Frauen genau dann durch eine Kante verbunden sind, wenn

sie

mindestens viermal gemeinsam an einem Ereignis teilgenommen

haben.

a)
b)

g)

Man gebe die Adjazenzmatrix des Graphen an.
Man gebe eine graphische Darstellung des Graphen.

Man berechne mithilfe der Adjazenzmatrix fiir jeden Knoten seinen
Grad.

Man stelle die Héaufigkeitsverteilung der Knotengrade durch eine
Tabelle dar.

Man berechne die Dichte des Graphen.
In wieviele Komponenten zerfillt der Graph?

Man bestimme alle Cliquen des Graphen.

3. Diese Aufgabe bezieht sich auf den nachfolgend dargestellten ungerich-
teten und unbewerteten Graphen.

O OO DR OO

A
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a) Aus wie vielen Komponenten besteht der Graph? 9 Rangordnungsdaten
b) Wie viele Cliquen enthiilt der Graph? Geben Sie fiir die Cliquen

jeweils Grofle und Mitglieder an. 1. Rangordungsvariablen und -daten.
c¢) Stellen Sie die durch den Graphen repriisentierte Relation in Form 2. Numerische Reprase.ntatlon von Rfingordnungen.
ciner Adjazenzmatrix dar. 3. Darstellung durch eine Datenmatrix.
S . C e . . 4. Inverse Rangordnungen.
Wenn Sie mochten, konnen Sie hierfiir diese leere Adjazenzmatrix . Lo
5. Anzahl unterschiedlicher Rangordnungen.
verwenden: 6. Die Kemeny-Metrik fiir Rangordnungen.
wi | w2 | ws | wa|ws | we | wr| ws | wo | wio 7. Eine Zwischen-Relation fiir Rangordnungen.
w1 8. Aggregation von Rangordnungen.
w2
w3 1. Rangordungsvariablen und -daten. Wir sprechen von Rangordnungsda-
w4 ten, wenn Befragungspersonen Rangordnungen erzeugen. Es gibt dann
ws zwei Objektmengen. Einerseits eine Menge (2, die aus den Befragungs-
v personen besteht, und auflerdem eine Menge *, fiir deren Elemente ei-
ne Rangordnung gebildet werden soll. Man kann sich vorstellen, dass die
wr Elemente von Q* entweder Alternativen repriisentieren, die von den Be-
“8 fragungspersonen entsprechend ihrer Priferenzen in eine Rangordnung ge-
) bracht werden, oder auf Objekte oder Situationen verweisen, die von den
w10 Befragungspersonen bewertet werden. In beiden Fillen erzeugt jede Be-
fragungsperson w € {2 eine spezifische Rangordnung fiir die Elemente in
d) Ist diese Relation reflexiv, symmetrisch, transitiv? Q*. Definiert man also eine statistische Variable R : @ — R, besteht der

Merkmalsraum R aus Rangordnungen fiir die Elemente von Q*. Variablen

Handel ich ine Aquival lation? . : :
¢) Handelt es sich um eine Aquivalenzrelation dieser Art nennen wir Rangordnungsvariablen.

f) Berechnen Sie die Netzwerkdichte. ) ) .
2. Numerische Reprisentation von Rangordnungen. Zur numerischen Re-
présentation von R werden Vektoren verwendet. Enthélt Q* m Elemente,
haben diese Vektoren m Komponenten und kénnen als Zeilenvektoren in
der Form r = (rq,...,7m,) geschrieben werden. Jeder Vektor dieser Art
liefert eine bestimmte Rangordnung fiir die Elemente von Q*, indem man
von den folgenden Korrespondenzen ausgeht:

* *
wi<wj<:>ri<rj
* * _ X
Wi =W = =1y
wi 2w = 1 <y
i — g =17

Im ersten Fall wird das Objekt w’ dem Objekt w; vorgezogen (oder hoher
bewertet), im zweiten Fall besteht Indifferenz, und im dritten Fall gibt es
eine Priferenz oder eine Indifferenz.

Orientiert man sich an dieser Notation, kann man zur numerischen
Reprisentation des Merkmalsraums R die Gesamtheit der Vektoren ver-
wenden, die aus m Komponenten bestehen, also den Zahlenraum R™.
Allerdings kénnen unterschiedliche Vektoren die gleiche Rangordnung re-
préasentieren. Um dem Rechnung zu tragen, verwenden wir folgende Defi-
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nition:

Zwei Vektoren r,r’ € R™ heiflen strikt dquivalent, wenn fiir
alle 1 <i < j <m gilt:

T <1 o= 7}
e > T = T
T =1y = o) =T

<
>

Somit kann man sagen: Zwei Vektoren aus R™ représentieren genau dann
die gleiche Rangordnung (fiir die Elemente von *), wenn sie strikt dqui-
valent sind.

Offenbar handelt es sich bei strikter Aquivalenz um eine Aquivalenzre-
lation handelt. Jeder Aquivalenzklasse entspricht genau eine Rangordnung.

3. Darstellung durch eine Datenmatriz. Verwendet man zur numerischen
Repriisentation des Merkmalsraums R einer Rangordnungsvariablen R den
Zahlenraum R™, erhilt man fiir jedes w; € 2 einen Vektor R(w;) =r; =
(ri1s -, 7im) € R™, der die von w; hergestellte (oder ihm zugeschriebene)
Rangordnung fiir die Elemente von 2* angibt. Die Gesamtheit der Werte
einer Rangordnungsvariablen kénnen also auch in Gestalt einer Datenma-
trix

™1 0 Tim
R =

Tn1 = Tnm
dargestellt werden, wobei n die Anzahl der Mitglieder von (2 ist.

4. Inverse Rangordnungen. Eine Rangordnung r’ heifit zu einer Rangord-
nung r invers, wenn r keine Indifferenzen aufweist und r’ fiir alle Index-
paare eine entgegengesetzte Rangfolge liefert.

Wenn zur numerischen Reprisentation von r die Zahlen 1,...,m ver-
wendet werden, erhilt man eine inverse Rangordnung durch r’ durch
rhi=m+1-—r.

5. Anzahl unterschiedlicher Rangordnungen. Wieviele unterschiedliche
Rangordnungen kénnen bei m Alternativen gebildet werden? Wenn man
zundchst nur Rangordnungen in Betracht zieht, bei denen es keine Indif-
ferenzen gibt, ist die Antwort einfach: Man kann aus den m Alternativen
eine wihlen, die an die erste Stelle kommen soll, dann aus den verbleiben-
den m — 1 Alternativen eine, die an die zweite Stelle kommen soll, usw.
Insgesamt kann man auf diese Weise m(m — 1) - - - 1 = m! unterschiedliche
Rangordnungen erzeugen.

Etwas schwieriger ist es herauszufinden, wieviele Rangordnungen es
gibt, in denen auch Indifferenzen vorkommen kénnen. In der Darstellung
von Rangordnungen erscheinen Indifferenzen in Form von Bindungen. Al-
so muss man sich iiberlegen, wieviele unterschiedliche Bindungsgruppen
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(= Mengen von Alternativen, zwischen denen Indifferenz besteht) moglich
sind. Am besten orientiert man sich an der Anzahl der Bindungsgruppen,
die von £ = 1,...,m variieren kann. Wenn k = 1 ist, gibt es nur eine
Bindungsgruppe und die entsprechende Rangordnung ist zwischen allen
Alternativen indifferent. Wenn k& = 2 ist, gibt es zwei Bindungsgruppen,
d.h. die Menge der Alternativen zerfallt in zwei Gruppen, so dass innerhalb
jeder Gruppe Indifferenz besteht. Usw. Wenn k& = m ist, besteht jede Bin-
dungsgruppe nur aus einem Element, so dass es keine Indifferenzen gibt.
Also muss man zunéchst fiir jedes k feststellen, wieviele Moglichkeiten es
gibt, die Indexmenge {1,...,m} in genau k Teilmengen zu zerlegen. Diese
Anzahl wird durch die Stirlingschen Zahlen zweiter Art gegeben, fiir die
das Symbol S(m, k) verwendet wird. Zum Beispiel ist S(4,2) = 7, d.h. es
gibt 7 unterschiedliche Zerlegungen:

{{13,{2,3, 41}, {2}, {1, 3,4}, {{3}, {1, 2,4}}, {{4},{1,2,3}},
{{1,2}, {3, 41}, {{1,3},{2,4}}, {{1,4},{2,3}}

Innerhalb jeder Bindungsgruppe besteht Indifferenz. Allerdings muss be-
riicksichtigt werden, dass zwischen den Bindungsgruppen unterschiedliche
Préferenzen bestehen konnen, d.h. bei k£ Bindungsgruppen gibt es k! unter-
schiedliche Rangordnungen fiir die Bindungsgruppen. Somit gelangt man
zu folgender Formel fiir die Anzahl der Rangordnungen, wenn Bindungen
zugelassen sind:

np(m) = > S(m, k) k!

k=1

Diese Anzahl wird schnell sehr grof3, wie die folgende Tabelle zeigt.

m  m! ng(m) m m!  n.(m)
3 6 13 6 720 4683
4 24 75 7 5040 47293
5 120 541 8 40320 545835

Man erkennt auch, dass die Zahl n,(m) sehr viel schneller grofer wird als
m/!, also die Anzahl der Rangordnungen ohne Indifferenzen.

6. Die Kemeny-Metrik fiir Rangordnungen. Zur Erlduterung bezichen wir
uns auf Rangordnungen fiir die Elemente einer Menge Q* = {w7, ... ,wk }.
Jede Rangordnung kann also durch einen Vektor r = (ry,...,r,) € R™
dargestellt werden, wobei zusétzlich vereinbart wird, dass strikt dquivalen-
te Vektoren die gleiche Rangordnung représentieren. Also kann eine Metrik
fiir Rangordnungen formal als eine Funktion

d:R™"xR™ — R
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konzipiert werden, die jeweils zwei Rangordnungen r,r’ € R™ eine Zahl
d(r,r’) zuordnet, die ihren Abstand angibt. Kemenys Vorschlag besteht
darin, zunéchst paarweise alle Komponenten der beiden Vektoren zu be-
trachten. Wenn also r = (rq,...,7ry) und v’ = (r'l,...,r;n) zwei Rang-

ordnungen sind, werden zunachst alle Paare (r;,7;) und (], r}) verglichen.
Zum Vergleich werden folgende Relationen verwendet:

a) Zunichst kann Identitéit bestehen:

(ri,rj) =r (r},7%) wenn 7y <r; und rj <7

17 J
oder r;>r; und r;>7
oder r;=r; und 7r;=

SNLSL S

k2
/
(2
/
3

In diesem Fall liefern (r;,7;) und (r;
w; und w3,

i,7}) die gleiche Rangordnung fiir

b) Weiterhin gibt es die Mdglichkeit, dass in einem der beiden Paare
eine Indifferenz auftritt:

(riyrj) == (ri,7%) wenn r; <7; und 1 =71}
oder 7 >r; und 1] =71}
oder r;=r; und 7} < 7‘3—
oder 7;=r; und 7} >7)

¢) Schlieflich konnen beide Paare auch eine entgegengesetzte Reihen-
folge ausdriicken:

(riyrj) #r (%) wenn  r; <r; und ;> 7l
/
K2

oder r; >r; und 7 !

<Tj

Dementsprechend gibt es drei Abstufungen:

0 wenn (r,75) = (7‘1,7"])

8ij(r,r') = L wenn (ri,rj) == (rj,r%)

2 wenn (r;,75) #» (7‘1,7"])

d;5(r,x’) ist also Null, wenn r und r’ fiir die Objekte w; und wj die gleiche
Rangfolge ausdriicken, der Ausdruck ist 1, wenn bei einer der Rangfolgen
Indifferenz besteht, und er ist 2, wenn es eine unterschiedliche Rangfolge
gibt. Kemenys Vorschlag besteht nun darin, die Gesamtheit der Uber-
einstimmungen und Abweichungen zu addieren. Wegen der Symmetrie
3ij(r,r") = 0j;(r,r") und weil d;;(r,r’) = 0 ist, geniigt es allerdings, nur
die Indizes 1 < j < i < m zu betrachten. Somit gelangt man zu folgender

Definition:'!
=D dy(rx) (9-1)

j<i

HDer Ausdruck Y j<i soll bedeuten, dass iiber alle Indexpaare 1 < j < i < m summiert
wird.
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Hat man z.B. die Rangordnungen r = (1,2,3,4) und r' = (2,1,3,3),
liefert ein Vergleich der Komponenten fiir 1 < j <7 <4

.

J o 0y(r,r)

AR R W W N
O = N~
— o oo oW

und man findet d,(r,r’) = 3.

7. Fine Zwischen-Relation fiir Rangordnungen. Gegeben sind drei Rang-

ordnungen r = (ri,...,7y), ¥’ = (r,...,7,) und v/ = (v{,...,70).

»im r'm
Zunidchst wird fiir jedes Indexpaar definiert: (r;,r;) liegt 2wischen (v}, %)
und (rf’, ), wenn gilt:

(ri,ry) = (7"1,7"7) oder

(ri,rj)=r (ri,7]) oder

( Tis J)?ér( :/7 j,) und Ty =Ty

Dann wird in einem zweiten Schritt definiert: r liegt zwischen r’ und r”,
wenn fiir alle Indexpaare gilt, dass (r,7;) zwischen (r,7}) und (r{,r})
liegt.

Mit dieser Definition ist zugleich eine interessante Figenschaft der
Kemeny-Metrik verbunden. Wenn r zwischen r’ und r” liegt, gilt fiir alle
Indexpaare

51']' (I‘l7 I‘) + 51']' (I‘7 I‘N) = 5ij (I‘,7 I‘U)
und infolgedessen gilt dann die Dreiecksungleichung exakt:
dp(r', 1) + dr(r,x") = do(r',1")

Wieviele Rangordnungen es zwischen je zwei vorgegebenen Rangordnun-
gen r und r’ gibt, hingt von der Beschaffenheit der beiden Rangordnungen
ab. Es kann sein, dass es, von den beiden beteiligten Rangordnungen ab-
gesehen, iiberhaupt keine weitere Rangordnung zwischen ihnen gibt (z.B.
gibt es keine weitere Rangordnung zwischen (1,1,2,3) und (1,1, 1, 3));!2

12Man kann auch sagen, dass es keine Rangordnung gibt, die streng zwischen (1,1,2,3)
und (1,1,1,3) liegt. Dabei wird folgende Definition verwendet: Eine Rangordnung r
liegt streng zwischen r’ und r’”’, wenn r zwischen r’ und r”’ liegt und weder mit r’ noch
mit r”/ identisch ist.
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andererseits liegen stets alle moglichen Rangordnungen zwischen r und r’,
wenn 1’ die zu r inverse Rangordnung ist.

8. Aggregation von Rangordnungen. Wie kann man, wenn mehrere Rang-
ordnungen fiir die gleiche Menge von Objekten Q* gegeben sind, eine mitt-
lere Rangordnung finden, die die gegebenen Rangordnungen moglichst gut
représentiert? Diese Frage stellt sich z.B. bei Abstimmungen oder wenn aus
mehreren Bewertungen eine gemeinsame Bewertung gebildet werden soll.
Eine mogliche Antwort kann mithilfe der Kemeny-Metrik gegeben werden.

Den Ausgangspunkt bilden n Rangordnungen fiir die Alternativen in ei-

ner Menge Q* = {w7i,...,w }, die wir durch r; = (51,...,7m) € R™ (fiir
i =1,...,n) vergegenwirtigen. Gesucht ist eine neue Rangordnung, die die
Rangordnungen ry, ..., r, moglichst gut représentiert. Kemenys Vorschlag

orientiert sich daran, wie in der Statistik Mittelwerte gebildet werden. Die
neue Rangordnung soll so gebildet werden, dass sie im Durchschnitt mog-
lichst geringe Abstédnde zu den gegebenen Rangordnungen rq,...,r, auf-
weist. Dafiir kann Kemenys Metrik fiir Rangordnungen verwendet werden;
und man kann analog zur Unterscheidung zwischen Mittelwert und Me-
dian zwei Definitionen in Betracht ziehen. Im ersten Fall betrachtet man
Rangordnungen, die die Funktion

f(r) = Z d,(r;,r)? (9.2)

minimieren. Die Menge der Losungen bezeichnen wir mit L. Jedes Element
von L liefert eine mittlere Rangordnung fir ry,...,r,. Im zweiten Fall
betrachtet man Rangordnungen, die die Funktion

fr) = Z d(rs,r) (9.3)

minimal machen. Es werden also die absoluten, nicht die quadrierten Ab-
stdnde minimiert, und die Losungen werden dementsprechend Median-
Rangordnungen fiir ry,...,r, genannt. Die Menge der Losungen bezeich-
nen wir analog mit L.

Man beachte: Sowohl mittlere als auch Median-Rangordnungen sind
nicht unbedingt eindeutig, d.h. sowohl L als auch L kénnen mehrere Ele-
mente enthalten, die die Zielfunktionen f bzw. f gleichermaBen minimie-
ren. Als Beispiel betrachten wir die vier Rangordnungen

ry = (3727?”373) rs = (373727271)

ro = (17272a373) ry = (371717272)
Man findet als Losungen jeweils zwei mittlere und Median-Rangordnun-
gen, die in diesem Fall identisch sind: 1 = 1 = (2,1,1,2,2) und Ty =

ro = (3,1,1,2,2). Meistens unterscheiden sich jedoch mittlere und Median-
Rangordnungen.
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Aufgaben

1. Erkldren Sie anhand eines Beispiels den Begriff einer Rangordnungs-
variablen.

2. Erkldren Sie anhand eines Beispiels den Unterschied zwischen einer
Rangordnung und einer Rangordnungsvariablen.

3. Wieviele Rangordnungen, bei denen auch Indifferenzen zugelassen sind,
kann man bei 3 Alternativen bilden? Geben Sie alle Rangordnungen
explizit an.

4. Wieviele Rangordnungen, bei denen Indifferenzen nicht zugelassen
sind, kann man bei 5 Alternativen bilden?

5. Geben Sie fiir die Rangordnung (1,3,3,2) drei verschiedene, jedoch
strikt dquivalente Darstellungen an.

6. Ordnen Sie den folgenden Rangordnungspérchen zeilenweise jeweils
eins der Symbole =,., #,., ~,. zu:

(1,2) (7.7)
(1,1) (73,73)
CRV I

7. Berechnen Sie mithilfe der Kemeny-Metrik den Abstand der Rangord-
nungen (1,3,3,1) und (1,2, 3,5).

8. Berechnen Sie mithilfe der Kemeny-Metrik den Abstand der Rangord-
nungen (1,3,3,1) und (2,5, 5, 3).

9. Finden Sie eine Rangordnung (r1, 72, r3), die einen maximalen Abstand
zur Rangordnung (1,2, 3) hat. Geben Sie eine Begriindung an!

10. Finden Sie eine Rangordnung (ry,72,73,74), die streng zwischen den
Rangordnungen (1,2, 3,4) und (1,3,2,4) liegt.

11. Gibt es eine Rangordnung, die streng zwischen den Rangordnungen
(2,2,3,4) und (2,2,2,4) liegt?

12. Zeigen Sie anhand eines Beispiels mit drei Rangordnungen r, r’ und
r”: Wenn r streng zwischen r’ und r” liegt, ist der Abstand zwischen
r’ und r” gleich der Summe des Abstands zwischen r’ und r und des
Abstands zwischen r und r”.
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1. Grundgesamtheit und Stichprobe. Wir beziehen uns auf eine ein- oder
mehrdimensionale statistische Variable X : Q — X. Oft ist es nicht
moglich oder sinnvoll, Werte der Variablen fiir alle Elemente von 2 zu
erheben, sondern man muss sich auf eine Teilmenge S C 2 beschrénken.
Dann wird S eine Stichprobe aus der Grundgesamtheit 2 genannt.

2. Das sozialstatistische Inferenzproblem. Hat man die Werte von X fiir
die Mitglieder der Stichprobe S ermittelt, hat man Werte einer statisti-
schen Variablen X, : S — X, und man kann ihre Verteilung P[X,]
berechnen. Dies ist dann allerdings die Verteilung von X in der Stichprobe
S, nicht ihre Verteilung in der Gesamtheit €2, auf die durch P[X] verwiesen
wird. Unsere Fragestellung kann also folgendermaflen formuliert werden:
Kann man und ggf. wie kann man von der Verteilung von X in der Stich-
probe S , Riickschliisse* auf die Verteilung von X in der Gesamtheit §2
ziehen? Wir nennen dies das sozialstatistische Inferenzproblem, weil es aus
der Geschichte der Sozialstatistik hervorgegangen ist.

Man sollte sich klarmachen, dass es nur unter bestimmten Voraus-
setzungen sinnvoll ist, von Stichproben als Teilmengen umfassenderer
Gesamtheiten zu sprechen, und dass infolgedessen auch der potentielle
Sinn des sozialstatistischen Inferenzproblems von diesen Voraussetzungen
abhéngt. Es gibt zwei wesentliche Voraussetzungen: es muss sich um eine
Gesamtheit handeln, deren Mitglieder in unserer Erfahrungswelt existieren
oder existiert haben; und es muss mdoglich sein, eine Stichprobe durch ein
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Auswahlverfahren zu definieren, durch das im Prinzip jedes Mitglied der
Gesamtheit zu einem Mitglied der Stichprobe werden kann.

3. Problematik der Idee einer reprisentativen Stichprobe. Mit den bisher
verwendeten Notationen, kann die intuitive Idee, die der Vorstellung einer
représentativen Stichprobe zugrunde liegt, folgendermafien ausgedriickt
werden:

fiir alle X C X : P[X,](X) ~ P[X](X) (10.1)

Hieran lassen sich mehrere Uberlegungen anschlieBen. Die erste betrifft die
Bedeutung des Wortes ‘reprisentativ’. Orientiert man sich an der Formu-
lierung (10.1), kann man nicht sagen, dass eine Stichprobe reprisentativ
oder nicht reprisentativ ist, sondern bestenfalls von ,,mehr oder weniger
repréisentativ® reden. Denn die Approximation, auf die in (10.1) Bezug
genommen wird, kann mehr oder weniger gut sein.

Die zweite Uberlegung betrifft die Frage, ob sich die Approximation,
auf die in (10.1) Bezug genommen wird, quantifizieren lisst. Rein formal ist
das durchaus moglich, indem man Abstandsfunktionen fiir einen Vergleich
von P[X] und P[X] einfiihrt. Aber es ist evident, dass man dennoch nicht
zu einem effektiv verwendbaren Begriff des ,,Grades der Repréasentativitit®
gelangen kann. Denn das wiirde voraussetzen, dass man die Verteilung
der Variablen X in der Grundgesamtheit bereits kennt. Aber wire sie
bekannt, wire es offenbar ganz iiberfliissig, den Begriff einer reprisentati-
ven Stichprobe iiberhaupt zu bilden.

Daraus folgt nun noch eine weitere und in gewisser Weise entschei-
dende Uberlegung: es ist nicht méglich, ein Verfahren zu definieren, mit
dem sich reprisentative Stichproben erzeugen lassen. Genauer gesagt: je-
der Versuch, ein solches Verfahren zu begriinden, miisste sich dafiir auf
eine Kenntnis der Verteilung von X in der Grundgesamtheit 2 berufen
konnen. Wenn dies jedoch nicht moglich ist, weil nur Informationen aus
einer Stichprobe zur Verfiigung stehen, kann es auch kein Verfahren geben,
dessen Anwendung reprisentative Stichproben garantieren konnte.

4. Auswahlverfahren. Gleichwohl stellt sich natiirlich die Frage, wie man
Stichproben zur Datengewinnung bilden sollte. Dafiir gibt es zwei allge-
meine Uberlegungen.

Die erste Uberlegung richtet sich darauf, dass es iiberhaupt ein Aus-
wahlverfahren geben sollte. Es erscheint zwar selbstversténdlich, dass die-
jenigen, die eine Stichprobe bilden, in der Lage sein sollten, Rechenschaft
dariiber abzulegen, wie sie die Stichprobe gebildet haben. Dies impliziert
jedoch nicht unbedingt, dass es fiir die Stichprobenbildung ein Verfahren
geben muss. Jemand kann sich die Mitglieder fiir eine Stichprobe ,,irgend-
wie“ auswéhlen und hinterher einen Bericht dariiber abgeben, wie er es
gemacht hat. Ein Verfahren ist demgegeniiber dadurch definiert, dass es
vor seiner Anwendung beschrieben werden kann. Dies ist auch eine Vor-
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aussetzung dafiir, dass man davon sprechen kann, dass ein Verfahren wie-
derholt angewendet werden kann. Aber warum ist das iiberhaupt wichtig?
Der Grund ist, dass man aus einer Stichprobe keine Gesichtspunkte zur
Beurteilung ihrer Qualitét (Repriisentativitit) gewinnen kann. Oft kann
man sagen: Es ist ganz gleichgiiltig, wie ich zu meinem Ergebnis gekom-
men bin; hier ist das Ergebnis, beurteilt das Ergebnis! Bei der Bildung von
Stichproben versagt jedoch dieser Gedankengang, denn Gesichtspunkte zur
Beurteilung der Qualitit einer Stichprobe kann man (abgesehen von einem
Vergleich mit bereits vorhandenen Daten) nur aus Informationen iiber ihr
Zustandekommen gewinnen. Der Gedankengang ldsst sich indessen fortset-
zen. Wenn es nicht gleichgiiltig ist, wie eine Stichprobe gebildet wird, ist es
zweckméfig, unterschiedliche Moglichkeiten der Stichprobenbildung durch
Verfahren kenntlich zu machen, denn dies ist die Voraussetzung dafiir, die
Verfahren wiederholt anwenden zu kénnen und dadurch Erfahrungen fiir
ihre Beurteilung zu gewinnen.

Der zweite allgemeine Gesichtspunkt folgt aus der Uberlegung, dass die
Auswahl von Mitgliedern fiir eine Stichprobe unabhéngig von den Merkma-
len erfolgen sollte, iiber deren Verteilung man Aufschluss gewinnen mochte.
Denn andernfalls kénnte immer die Vermutung geduflert werden, dass Ob-
jekte mit bestimmten Merkmalsauspriagungen bei der Stichprobenbildung
bevorzugt oder benachteiligt worden sind. Hier schlie8t die Idee an, dass
die Auswahlentscheidungen ,zuféllig® getroffen werden sollten. Das Wort
‘zufallig’ meint in diesem Zusammenhang, dass die Auswahlentscheidungen
unter Absehung von allen Eigenschaften der Objekte in der Grundgesamt-
heit getroffen werden sollten. Dies muss allerdings prézisiert werden, denn
einige Eigenschaften miissen bereits in Anspruch genommen werden, um zu
entscheiden, ob Objekte zur Grundgesamtheit gehoren. Wir unterscheiden
deshalb drei Arten von Eigenschaften.

a) Konstitutive Eigenschaften. Sie dienen zur begrifflichen Abgrenzung
der Gesamtheit, aus der die Stichprobe gebildet werden soll; wenn
z.B. eine Befragung unter Studenten durchgefiihrt werden soll, ist
‘Student’ ein konstitutives Merkmal.

b) Registrierte Eigenschaften. Dies sind Eigenschaften, die man bereits
fiir alle Mitglieder der Grundgesamtheit kennt und auf deren Kennt-
nis infolgedessen bereits fiir die Definition eines Auswahlverfahrens
zuriickgegriffen werden kann. Soll z.B. eine Stichprobe aus allen in
einer bestimmten Universitit eingeschriebenen Studenten gebildet
werden, konnte es sein, dass die Universitdtsverwaltung eine Liste
zur Verfiigung stellen kann, die nicht nur die Namen und Adressen,
sondern z.B. auch das Geschlecht und Geburtsjahr angibt. Dann sind
Geschlecht und Geburtsjahr registrierte Eigenschaften.

¢) Kontingente Eigenschaften. Dies sind Eigenschaften der Mitglieder
einer Grundgesamtheit, die man nicht bereits kennt, sondern iiber
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deren Verteilung durch eine Erhebung von Daten Aufschluss gewon-
nen werden soll.

Somit kann prézisiert werden: das Auswahlverfahren soll so beschaffen
sein, dass bei seinen Auswahlentscheidungen kontingente Merkmale der
Mitglieder der Grundgesamtheit keine Rolle spielen.

5. Listenbasierte und andere Auswahlverfahren. Wie man praktisch an-
wendbare Auswahlverfahren konstruieren kann, die den bisher angespro-
chenen Gesichtspunkten geniigen, hingt in erster Linie davon ab, welche
Informationen iiber die Mitglieder der Grundgesamtheit, aus der die Stich-
probe gebildet werden soll, bereits vor der Stichprobenziehung verfiighar
sind. Eine erste wichtige Unterscheidung ist folgende:

a) Es gibt eine effektive Reprdsentation fiir die Mitglieder der Grundge-
samtheit. Damit ist gemeint, dass man {iber eine Liste mit Namen und
Adressen verfiigt, d.h. Hinweisen darauf, wo man die zu den Namen
gehorigen Objekte in der Realitiit ausfindig machen kann (was erfor-
derlich ist, um die interessierenden Merkmale tatséchlich festzustellen).

b) Es gibt keine effektive Reprisentation der Grundgesamtheit, sondern
nur mehr oder weniger vage Hinweise darauf, dass und wo es die Mit-
glieder der Grundgesamtheit in der Realitét gibt.

Es ist klar, dass es im zweiten Fall viel schwieriger ist, sinnvolle Auswahl-
verfahren zu konstruieren. In den theoretischen Uberlegungen wird des-
halb zunéchst vom ersten Fall ausgegangen, der ja auch in gewisser Weise
schon dadurch unterstellt wird, dass zur symbolischen Représentation ei-
ner Grundgesamtheit die Notation

Q= {wy,...,wn}

verwendet wird (wir verwenden hier ein grofigeschriebenes N, um damit
anzudeuten, dass wir uns auf eine Grundgesamtheit beziehen). Zwar im-
pliziert diese Notation nicht, dass man den Umfang der Grundgesamtheit,
die Zahl N, tatsiichlich kennt. Aber sie unterstellt, dass es fiir jedes Mit-
glied der Grundgesamtheit bereits einen symbolischen Namen gibt, der es
unterscheidbar und identifizierbar macht.

6. Zufillige Auswahlverfahren. Mithilfe des Begriffs eines Zufallsgenera-
tors (vgl. Kapitel 3) kann prézisiert werden, was mit zufélligen Auswahlen
von Stichproben gemeint sein soll. Den Ausgangspunkt bildet eine kon-
zeptionelle Gesamtheit Q := {w1,...,wn}. AuBlerdem wird angenommen,
dass vorab eine Festlegung des intendierten Stichprobenumfangs n getrof-
fen wird. Also kann man die Menge aller moglichen Stichproben des Um-
fangs n definieren, die aus {2 gebildet werden kénnen. Wir verwenden die
Schreibweise

Sn = {ScQllS| =n}
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Die Idee besteht jetzt darin, einen Zufallsgenerator G,, zu konzipieren,
dessen Aktivierung jeweils ein Element von S, liefert, also eine Stichprobe
S C Q, die den Umfang | S| = n hat. Der Zufallsgenerator G,, soll also so
gebildet werden, dass sein Merkmalsraum mit S,, identisch ist. Ein solcher
Zufallsgenerator wird im weiteren auch als ein Auswahlgenerator oder als
ein zufilliges Auswahlverfahren fiir Stichproben des Umfangs n aus der
Gesamtheit 2 bezeichnet.

Die Konzeption eines solches Auswahlgenerators impliziert, dass es fiir
jede Stichprobe S € S,, eine Wahrscheinlichkeit

Pr(G,]({5})

gibt, mit der sie durch den Auswahlgenerator erzeugt werden kann. Die-
se Wahrscheinlichkeiten miissen nicht unbedingt grofer als Null sein. Die
Konzeption eines Auswahlgenerators impliziert also nicht, dass alle Stich-
proben aus §,, tatsichlich erzeugt werden kénnten. Fiir die Menge der
realisierbaren Stichproben verwenden wir die Notation

Sy = {5 €S,|Pr[G,]({S}) > 0}

Offenbar gilt:

Y PGS} = Y PiG]({S}) =1

SES, SeS;
Somit kann auch die effektive Auswahlgesamtheit

Q" = {weQlesgibt ein S € S

no

so dass w € S ist}

definiert werden. Sie besteht aus all denjenigen Mitgliedern von €2, die in
mindestens einer realisierbaren Stichprobe vorkommen kénnen. Ein effek-
tives Auswahlverfahren fir die Gesamtheit Q wird durch die Bedingung
definiert, dass 0 = Q* ist.

7. Inklusionswahrscheinlichkeiten. Bei einem zufilligen Auswahlverfahren
kann man fiir jedes w € 2 folgenden Ausdruck betrachten:!3

ﬂ'(w) = Z Pr[gn}({s})
Sow

Diese Ausdriicke werden Inklusionswahrscheinlichkeiten genannt. Da jede
Stichprobe n Mitglieder hat, gilt:

domw) =Y > PriG({s}) =n

weN w€eN SSw

13Die Schreibweise ist so zu verstehen, dass iiber alle Stichproben S € S, summiert
werden soll, in denen w als ein Element vorkommt.
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denn in dieser doppelten Summe kommt jede Stichprobe aus S, genau
n-mal vor. Dies gilt ganz allgemein: Die Summe der Inklusionswahrschein-
lichkeiten fiir alle Elemente von €2 ist stets gleich dem vorgegebenen Stich-
probenumfang.

Offenbar besteht die effektive Auswahlgesamtheit 2* aus all denjenigen
Mitgliedern von €, fiir die es eine positive Inklusionswahrscheinlichkeit
gibt.

Die Inklusionswahrscheinlichkeiten 7(w) beziehen sich auf jeweils ein
bestimmtes Element w € €. Manchmal ist es erforderlich, auch noch
Inklusionswahrscheinlichkeiten fiir jeweils zwei unterschiedliche Elemente
w,w" € O einzufithren. Wir verwenden die Definition:

r(w.) = Y Prig. (s}

Sow,w’

Die Schreibweise ist so zu verstehen, dass iiber alle Stichproben summiert
werden soll, die sowohl w als auch w’ als Elemente enthalten. Auflerdem
wird als Konvention vereinbart: 7(w,w) := 7(w).

8. Ein Beispiel. Ein kleines Zahlenbeispiel soll die Begriffsbildungen ver-
deutlichen. Die Grundgesamtheit sei 2 := {w1, w2, w3, ws}. Wir betrach-
ten Stichproben des Umfangs n = 2, und zwar S} := {51, 52,53}, wobei
S1 = {w1,ws}, S = {w2,ws} und S35 = {ws,ws} ist. Die korrespondie-
renden Wahrscheinlichkeiten seien jeweils 1/3.1* Also findet man fiir die
Inklusionswahrscheinlichkeiten

m(wy) = 1/3 m(ws) = 1/3
m(ws) = 2/3 m(wa) = 2/3

und fiir die Summe der Inklusionswahrscheinlichkeiten: - . m(w) = 2.
In diesem Beispiel kann man auch leicht die Inklusionswahrscheinlichkeiten
zweiter Ordnung angeben:

m(wy,ws) = 0 m(wa,wsz) = 0
m(wy,ws) = 1/3 m(wa,ws) = 1/3
m(wi,ws) = 0 (w3, ws) = 1/3

Diese Angaben sind ausreichend, da 7(w,w’) = 7(w’,w) ist.

9. Finfache Zufallsstichproben. Wenn bei einem Auswahlverfahren die
Wahrscheinlichkeit, dass eine Stichprobe S € S, gezogen wird, fiir alle

1480lche Wahrscheinlichkeiten resultieren aus der jeweils verwendeten Konstruktion ei-
nes Auswahlverfahrens. Um fiir dieses Beispiel ein Auswahlverfahren zu konstruieren,
kann man drei Zettel verwenden, die man mit (w1, ws), (w2,ws) bzw. (w3, w4) beschrif-
tet. Dann kann man das Auswahlverfahren dadurch realisieren, dass man die Zettel in
ein Gefafl legt, sie mischt und schlielich einen Zettel herauszieht.
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Stichproben gleich ist, spricht man von einem einfachen Auswahlverfahren
oder auch von einem Verfahren der einfachen Zufallsauswahl. Stichproben,
die mit einem solchen Verfahren erzeugt worden sind, werden dementspre-
chend einfache Zufallsstichproben genannt. Die Definition impliziert, dass
es sich um ein effektives Auwahlverfahren handelt. Ein einfaches Auswahl-
verfahren kann also jede Stichprobe aus der Menge der moglichen Stich-
proben

S, = {ScQllS| =n}

erzeugen; und es liefert jede mogliche Stichprobe aus dieser Menge mit
der gleichen Wahrscheinlichkeit. Man spricht deshalb auch von einem Ver-
fahren der wuneingeschrdinkten Zufallsauswahl. Wir verwenden fiir einen
solchen Auswahlgenerator die Bezeichnung G ,,.

Das im vorangegangenen Paragraphen angefiihrte Beispiel zeigt, dass es
sich bei einfachen Auswahlverfahren um einen Spezialfall handelt. In die-
sem Beispiel konnten durch das Auswahlverfahren nur drei der insgesamt
sechs moglichen Stichproben des Umfangs 2 realisiert werden. Es sei auch
hier schon erwihnt, dass in der Praxis meistens keine einfachen Auswahl-
verfahren verwendet werden. Gerade wegen ihrer Einfachheit bilden sie
jedoch einen niitzlichen Ausgangspunkt. Bei einfachen Auswahlverfahren
kann man auch sofort die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten angeben.
Offenbar gilt per Definition:

Pr{G...]({S}) = ﬁ (fiir alle S € S,,)
n
Kennt man den Umfang der Grundgesamtheit, also N, kénnen diese Wahr-
scheinlichkeiten auch numerisch bestimmt werden. Zur Berechnung ist die
Notation n! := 1-2 --- n (gesprochen: n Fakultiit) hilfreich, wobei n eine
beliebige natiirliche Zahl ist; als Konvention wird 0! = 1 angenommen.
Weiterhin werden auch Binomialkoeffizienten (gesprochen: n iiber k) ver-
wendet, die folgendermafien definiert sind:

<Z> - #'_k)v (fiir 0 < k < n)

Zunéchst kann man sich iiberlegen, dass die Anzahl geordneter Folgen von
n Elementen, die aus 2 gebildet werden konnen, gerade gleich
N!

N(N-1)---(N-n+1) = i

ist. Stichproben sind jedoch Mengen von Elementen von €2, bei denen es
auf die Reihenfolge nicht ankommt. Da n Elemente auf n! unterschiedliche
Weisen angeordnet werden konnen, findet man:

1501 = gt = ()
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Diese Zahl kann schnell sehr grofl werden. Ist z.B. N = 20 und n = 5, gibt
es 15504 unterschiedliche Stichproben; ist jedoch N = 200 und n = 50,
sind es schon mehr als 10%7.

10. Ziehen ohne Zuriicklegen. Gibt es fiir die Reprasentation der Mitglie-
der einer Gesamtheit 2 eine Liste, kann man auf unterschiedliche Weisen
insbesondere einfache Auswahlverfahren konstruieren. Eine Standardvari-
ante wird Ziehen ohne Zuriicklegen genannt. Diesem Ausdruck liegt die
Idee zugrunde, dass man sich das Ziehen einer Stichprobe als Ziehen von
Objekten (Kugeln, Zettel, ...) aus einer Urne vorstellen kann. Zum Bei-
spiel kann man sich vorstellen, dass jeder Name, der in der Liste vorkommt,
auf einen kleinen Zettel geschrieben wird und dass dann die Zettel in eine
Urne getan und gemischt werden. Eine Stichprobe des Umfangs n entsteht
dann dadurch, dass der Reihe nach ohne Zuriicklegen n Zettel aus der Ur-
ne gezogen werden. Offenbar kann bei diesem Verfahren jede Stichprobe
des Umfangs n mit der gleichen Wahrscheinlichkeit auftreten:

PrGon]({S}) = ——  (fiir alle S € Sp)

()
Um Inklusionswahrscheinlichkeiten zu berechnen, muss man sich {iberle-
gen, in wieviel verschiedenen Stichproben ein Element w € €2 vorkommen
kann. Da jede Stichprobe n Mitglieder hat, kann w in einer Stichprobe
gemeinsam mit n — 1 anderen Elementen aus 2 auftreten. Also kann w in
insgesamt

N -1

n—1
unterschiedlichen Stichproben vorkommen, so dass man fiir die Inklusions-
wahrscheinlichkeiten den Ausdruck

- _Go) _n
m(w) = ZPr[Qe,n]({S}) - ™ TN

55w ()

findet. Auch die Inklusionswahrscheinlichkeiten zweiter Ordnung kénnen
leicht berechnet werden. Seien nédmlich w und w’ zwei unterschiedliche
Elemente von 2. Sie koénnen in einer Stichprobe gemeinsam mit n — 2
anderen Mitgliedern von €2 vorkommen. Also kénnen sie in insgesamt

N —2

n—2
unterschiedlichen Stichproben vorkommen, so dass man fiir die gemeinsa-
men Inklusionswahrscheinlichkeiten folgenden Ausdruck findet:

(h2) _ nn=1)
™M NNN-1)

n

m(w,w) = Z Pr(G.]({5}) =

Sow,w’
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11. Systematische Zufallsauswahl. Die Grundform fiir listenbasierte Aus-
wahlverfahren sind einfache Auswahlverfahren, bei denen jede Stichprobe
aus der Menge aller moglichen Stichproben eines vorgegebenen Umfangs
n,also S, :={S C Q]| S| =n}, mit der gleichen Wahrscheinlichkeit rea-
lisiert werden kann. Solche Auswahlverfahren werden in der Praxis nur sel-
ten verwendet; hauptséichlich kommen sie zum Einsatz, wenn man bereits
itber eine Datengesamtheit verfligt, aus der eine einfache Zufallsstichprobe
gezogen werden soll.

Es gibt jedoch eine in der Praxis oft verwendete Variante, mit der ver-
sucht wird, dem Ideal einer einfachen Zufallsstichprobe nahe zu kommen
(wenn die Liste nicht bereits geordnet ist). Sie wird als systematische Zu-
fallsauswahl bezeichnet. Um das Verfahren zu erkldren, nehmen wir an,
dass Stichproben des Umfangs n gezogen werden sollen und dass

eine ganze Zahl ist. Die Vorgehensweise ist nun folgende: Zuerst wird aus
der Teilgesamtheit {wi,...,wx}, d.h. aus den ersten k Elementen der Li-
ste Q, zufillig mit der Wahrscheinlichkeit 1/k ein Element, etwa w;, aus-
gewdhlt; dann wird die Stichprobe

Sj = {wj+,;k|i:0,...7n—1}

gebildet. Auf diese Weise konnen k unterschiedliche Zufallsstichproben ent-
stehen, die eine Partition Q@ = 57 U---U S der Grundgesamtheit bilden.
Der Merkmalsraum fiir den Auswahlgenerator ist somit

Sn,k = {517---aSk} C Sn

und fiir jede Stichprobe S; € S,k gilt: Pr[G,](S;) = 1/k = n/N. Also
kann man auch direkt Inklusionswahrscheinlichkeiten berechnen. Fiir jedes
Element w € Q gibt es die Inklusionswahrscheinlichkeit 7(w) =n/N.

Es ist jedoch zu beachten, dass — anders als bei der einfachen Zufalls-
auswahl — nicht alle Stichproben aus S, realisiert werden kénnen, sondern
nur k von ihnen (im allgemeinen ein verschwindend geringer Bruchteil).!®

12. Geschichtete Auswahlverfahren. Auch diese Verfahren werden in der
Praxis oft verwendet. Voraussetzung ist, dass es eine Partition der Grund-
gesamtheit

Q=0U---UQum

15Eine systematische Zufallsauswahl wird deshalb auch eingeschrinkte Zufallsauswahl
genannt, im Unterschied zu einem einfachen Auswahlverfahren, bei dem von unein-
geschrinkter Zufallsauswahl gesprochen wird. Im Englischen wird oft von EPSEM-
Stichproben gesprochen (,equal probability selection method“), fiir die nur gefordert
wird, dal alle Elemente der Grundgesamtheit gleiche Inklusionswahrscheinlichkeiten
haben; ein Spezialfall sind dann SRS-Stichproben (,,simple random sampling*), die un-
serem Begriff einer einfachen Zufallsauswahl entsprechen.

73

gibt und dass fiir jedes Element w € 2 bekannt ist, zu welcher Teilgesamt-
heit (Schicht) es gehort. Gleichbedeutend ist die Annahme, dass man die
Werte einer statistischen Variablen Z : Q@ — Z := {1,..., M} kennt.
Zu jedem Wert einer solchen Variablen gehort dann eine Teilgesamtheit
Q== Z71({j}), so dass die Menge dieser Teilgesamtheiten eine Partition
von §) bildet. Jede ggf. auch mehrdimensionale Variable, deren Werte man
fiir alle Mitglieder der Grundgesamtheit 2 bereits kennt, kann somit zur
Definition von Teilgesamtheiten (Schichten) verwendet werden.

Ausgehend von einer Partition der Grundgesamtheit in Teilgesamthei-
ten kann man unterschiedliche Auswahlverfahren konzipieren.

a) Man wihlt zufillig eine Teilgesamtheit Q; aus und bezieht alle ih-
re Mitglieder in die Stichprobe ein. Eine solche Vorgehensweise ist
offenbar formal identisch mit einer systematischen Zufallsauswahl.

b) Man wiihlt zufillig mehrere Teilgesamtheiten aus und verwendet al-
le Mitglieder der ausgewéhlten Teilgesamtheiten fiir die Stichprobe.
Dies ist der formale Rahmen fiir sog. Clusterstichproben.

¢) Man wihlt zuféllig mehrere Teilgesamtheiten aus und bildet dann aus
jeder Teilgesamtheit erneut eine Stichprobe. Dies ist eine Variante
einer mehrstufigen Stichprobenbildung.

d) Man wihlt aus jeder Teilgesamtheit eine Stichprobe aus. Dies ist die
Standardform einer geschichteten Stichprobenziehung.

Auch bei dieser Standardform gibt es noch unterschiedliche Varianten,
da man fiir die Stichprobenbildung innerhalb der Teilgesamtheiten un-
terschiedliche Auswahlverfahren verwenden kann. Wenn innerhalb jeder
Teilgesamtheit eine einfache Zufallsstichprobe gezogen wird, spricht man
von einer einfachen geschichteten Zufallsauswahl.'

13. Mehrstufige Auswahlverfahren. Auch bei mehrstufigen Auswahlverfah-
ren wird von einer Partition der Grundgesamtheit in Teilgesamtheiten aus-
gegangen: ) = Qq U---U Qp. Wenn die Umfiange der Teilgesamtheiten
N; = || groB sind, dagegen die Anzahl M nur vergleichsweise klein,
erscheint ein geschichtetes Auswahlverfahren sinnvoll, bei dem aus allen
Teilgesamtheiten Stichproben gebildet werden. Ist jedoch die Anzahl der

16 An dieser Stelle kann auch auf sog. Quotenstichproben hingewiesen werden, denn die
Grundidee ist formal mit einer geschichteten Stichprobenziehung vergleichbar. Als Aus-
gangspunkt dient also eine Partition Q@ = Qi U--- U Qjy, durch die die intendierte
Grundgesamtheit in Teilgesamtheiten (Schichten) zerlegt wird. Der Unterschied bezieht
sich darauf, wie aus den Teilgesamtheiten jeweils Teilstichproben ausgewéhlt werden.
Bei einer gewohnlichen geschichteten Stichprobenziehung bemiiht man sich, fiir jede
Teilgesamtheit einen Auswahlgenerator zu konzipieren, so dass fiir die Auswahl von Teil-
stichproben S; C €2; Wahrscheinlichkeiten berechenbar werden. Bei Quotenstichproben
wird dagegen zugelassen, dass die Teilstichproben mehr oder weniger ,,willkiirlich“ durch
die jeweils eingesetzten Interviewer zustande kommen kénnen.
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Teilgesamtheiten grof3, ist es oft sinnvoller, nur einen Teil von ihnen zufallig
auszuwihlen und fiir die Stichprobenbildung zu verwenden. Dann gibt es
zwei Moglichkeiten. Man kann alle Mitglieder der ausgewéhlten Teilge-
samtheiten in die Stichprobe einbeziehen; in diesem Fall spricht man von
Clusterstichproben. Man kann aber auch aus den ausgewahlten Teilgesamt-
heiten wiederum Teilstichproben bilden. Dies ist der einfachste Fall eines
mehrstufigen Auswahlverfahrens.

Genauer gesagt handelt es sich dann um ein zweistufiges Auswahlver-
fahren. In der ersten Stufe wird eine Stichprobe aus den priméren Aus-
wahleinheiten 21,...,Q; gebildet; dann wird in einer zweiten Stufe aus
jeder in der ersten Stufe ausgewihlten Teilgesamtheit erneut eine Teil-
stichprobe gebildet. Man kann sich natiirlich Auswahlverfahren vorstellen,
bei denen es mehr als zwei Stufen gibt. Als Beispiel kann man an eine
Umfrage unter Schiilern denken: In der ersten Stufe werden Bundeslénder
ausgewihlt, dann Schulbezirke, dann Schulen, dann Klassen und schlief3-
lich Schiiler. Varianten mehrstufiger Auswahlverfahren entstehen jedoch
nicht nur durch die Anzahl der Stufen, sondern auch durch die in jeder
Stufe verwendeten Auswahlgeneratoren.

14. Auswahlverfahren bei Umfragen. Bisher sind wir davon ausgegangen,
dass zur Konzeption von Auswahlverfahren eine effektive Représentati-
on der Grundgesamtheit (also eine Liste mit Namen und Adressen) zur
Verfiigung steht. Bei vielen, vielleicht sogar den meisten praktischen An-
wendungen ist das jedoch nicht der Fall. Dann muss man den jeweiligen
Gegebenheiten entsprechend versuchen, zuféllige Auswahlverfahren zu si-
mulieren. Wie man das machen kann, hingt in erster Linie davon ab, was
man bereits iiber die Elemente der Grundgesamtheit weif}: wieviele es sind,
wo sie sich aufhalten, ob und in welcher Weise sie sich im Raum bewegen,
ob sie sich in leicht identifizierbare Schichten einteilen lassen, usw. Infolge-
dessen sind die praktisch verwendeten Verfahren zur Stichprobenbildung
jeweils spezifisch abhingig von der Art der Elemente der Grundgesamtheit
und der Art der jeweils angestrebten Informationen.!”

In der empirischen Sozialforschung geht es iiberwiegend darum, Infor-
mationen iiber und von Menschen zu gewinnen. Grundgesamtheiten beste-
hen dann aus Menschen, und die Datengewinnung ist darauf angewiesen,
dass man mit den fiir eine Stichprobe ausgewahlten Personen in Kontakt
treten kann. Oft wird dann von Umfragen gesprochen, gelegentlich auch
von ,,Umfrageforschung®.

Das Wort ‘Umfragen’ kann in einem weiteren oder engeren Sinn ver-
standen werden. In einem weiteren Sinn gehoren dazu auch viele Erhe-
bungsverfahren fiir sog. prozessproduzierte Daten. Als Beispiel kann man
an die Beschéftigtenstatistik denken, die durch Meldungen der Unterneh-
men an die Trager der Sozialversicherung zustande kommt. Meistens wird

17Eine gute Darstellung zahlreicher in der Wirtschafts- und Sozialstatistik verwendeter
Verfahren findet sich bei Krug, Nourney und Schmidt (1999).
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das Wort jedoch in einem engeren Sinn verwendet, und man versteht dann
unter einer Umfrage, dass einzelne Personen nach Sachverhalten, die ih-
re Lebenssituation betreffen, oder auch nach Meinungen, die sie vielleicht
haben, befragt werden. Einer Umfrage in diesem engeren Sinn des Wor-
tes liegt also zunéchst immer eine konzeptionelle Gesamtheit {2 zugrunde,
deren Mitglieder einzelne Menschen sind.

Wie eine solche Gesamtheit sinnvoll abgegrenzt werden kann, héngt
von der jeweils verfolgten Fragestellung ab. Wichtig ist in jedem Fall eine
Unterscheidung zwischen Personen, iber die man Informationen gewinnen
will, und Personen, von denen man Informationen gewinnen will. Es ist
itblich, Gesamtheiten bei Umfragen von vornherein auf Personen einzu-
schrinken, die z.B. mindestens 16 oder 18 Jahre alt sind. Zum Beispiel
kommen beim SOEP Personen nur dann als Befragungspersonen in Be-
tracht, wenn sie mindestens 16 Jahre alt sind. Gerade das SOEP ist jedoch
ein gutes Beispiel dafiir, dass eine intendierte Personengesamtheit nicht
nur aus Befragungspersonen bestehen muss. Denn einige Teile des SOEP
beschéftigen sich auch mit Kindern, iiber die Informationen aus einer Be-
fragung ihrer Eltern (oder anderer Bezugspersonen) gewonnen werden. Fiir
die Konzeption von Auswahlverfahren fiir Stichproben bedeutet dies, dass
sie sich auf die Gesamtheit derer beziehen muss, tiber die man Informatio-
nen gewinnen will.

Sei jetzt angenommen, dass man sich in einer einigermaflien geklérten
Weise auf eine konzeptionelle Personengesamtheit 2 beziehen kann. Zu
iiberlegen ist, wie Zufallsstichproben gebildet werden koénnen. Bei dieser
Formulierung sollte man allerdings einen Moment zogern. Denn Zufalls-
stichproben miissen durch Auswahlverfahren definiert werden, da sich alle
Begriffsbildungen iiber Ziehungs- und Inklusionswahrscheinlichkeiten an
die Idee eines Auswahlverfahrens, nicht jedoch an die Vorstellung einer
jeweils spezifischen realisierten Stichprobe anschlieBen. Die Frage muss
deshalb folgendermaflen gestellt werden: Wie kann im Hinblick auf die
Gesamtheit Q ein Auswahlverfahren konzipiert werden, mit dem sich —
zumindest als theoretische Fiktion — Stichproben so erzeugen lassen, dass
ihre Wahrscheinlichkeiten durch das Verfahren explizierbar werden? Durch
diese Formulierung wird auch deutlich, dass man ein zufélliges Auswahlver-
fahren nur dann konzipieren kann, wenn bzw. insoweit in irgendeiner Form
bereits eine symbolische Reprasentation der Gesamtheit verfiigbar ist oder
beschafft werden kann. Um die Bedeutung dieser Voraussetzung einzuse-
hen, kann man z.B. an die Aufgabe denken, die Haufigkeit des Vorkommens
einer bestimmten Sorte von Fischen in einem Fischteich zu schitzen. Es
ist schwer vorstellbar, wie in diesem Fall ein zufélliges Auswahlverfahren
konzipiert werden konnte.

Somit richten sich die in erster Linie wichtigen Uberlegungen darauf,
wie man sich eine Reprisentation der Gesamtheit ) verschaffen kann, an
der die Konzeption eines Auswahlverfahrens ankniipfen kann. Fiir allge-
meine Bevolkerungsumfragen kommen hauptséchlich drei Moglichkeiten in



76

Betracht.
a) Verwendung von Registern der Einwohnermeldeédmter.
b) Verwendung von Adress- und Telefonbiichern.

¢) Verwendung von Informationen iiber die rdumliche Lokalisation von
regelméfigen Aufenthaltsorten.

Alle drei Moglichkeiten haben Vor- und Nachteile, die einerseits die Durch-
fiihrungskosten und andererseits die Frage betreffen, inwieweit die jeweils
verfiigbare Représentation die intendierte Gesamtheit Q2 abdeckt. Das Re-
prisentationsproblem ist insbesondere bei der Verwendung von Telefon-
biichern (oder via Computer verfiigbaren Listen mit Telefonnummern)
offenkundig. Dabei geht es natiirlich nicht um die Frage, ob und unter
welchen Umsténden es sinnvoll sein kann, Interviews telefonisch durch-
zufithren, sondern darum, inwieweit sich Listen mit Telefonnummern zur
Konzeption von Auswahlgeneratoren fiir Stichproben eignen. Register von
Einwohnermeldeéimtern werden bei sozialwissenschaftlichen Umfragen sel-
ten verwendet (noch weniger in der Markt- und Meinungsforschung), weil
ihre Verwendung vergleichsweise kostspielig und zeitintensiv ist. Am mei-
sten verbreitet ist die dritte Moglichkeit, mit der wir uns im Folgenden
beschéftigen.

15. Flichenstichproben. Folgt man der dritten der eben unterschiedenen
Moglichkeiten, wird von Fldchenstichproben gesprochen. Der Ansatz be-
ruht auf der Voraussetzung, dass es fiir die Mitglieder von  innerhalb
von Raumgebieten fixierbare Aufenthaltsorte (Wohnungen) gibt, so dass
man versuchen kann, sie dort zu finden. Die Konzeption eines Auswahlver-
fahrens kann dann bei den Raumgebieten bzw. den in ihnen lokalisierbaren
Aufenthaltsorten (Wohnungen) ansetzen.

Wie das im einzelnen gemacht werden kann, hangt davon ab, in welcher
Weise eine symbolische Représentation zur Verfiigung steht. Bei Bevolke-
rungsumfragen in Gesellschaften, in denen staatliche Verwaltung und Sta-
tistik schon ldngere Zeit erfolgreich zusammengearbeitet haben, kann da-
von ausgegangen werden, dass es zumindest fiir Teilmengen der Aufent-
haltsorte (Wohnungen) bereits eine effektive Représentation gibt, die man
symbolisch durch eine Partition

F=FU---UFumu

vergegenwirtigen kann. Hierbei bezieht sich das Symbol F entweder auf
ein Raumgebiet oder auf eine Menge von Aufenthaltsorten (Wohnungen)
innerhalb eines Raumgebiets. Die Einteilung in Teilgebiete F; (bzw. Teil-
mengen der Aufenthaltsorte) orientiert sich meistens an verwaltungstech-
nischen Einteilungen, z.B. werden Gemeinden oder Wahlbezirke oder noch
tiefer untergliederte Einheiten verwendet; wir sprechen im folgenden von

7

Auswahlbezirken. Wichtig ist, dass es parallel zur Partitionierung von F
in Auswahlbezirke eine entsprechende Partitionierung

Q=QU---UQuy

gibt und dass man annehmen kann, dass sich die Mitglieder von Q; oft
oder regelméfig in den innerhalb von F; lokalisierbaren Aufenthaltsorten
befinden und dort fiir Befragungen angetroffen werden kénnen.

Auswahlverfahren fiir Flichenstichproben beziehen sich also nicht un-
mittelbar auf €2, sondern zunéchst auf eine symbolische Reprisentation fiir
F, so dass die primire Auswahlgesamtheit in einer Menge

.7'—0 = {.7'—1,...,_7'—]\/[}

besteht. Ist eine solche Reprisentation verfiigbar, ldsst sich ein Auswahl-
generator Gy ,, konzipieren, der zuféllig Teilmengen aus Fo auswahlt. Fiir
seinen Merkmalsraum kann die Notation

SO-,m = {{jlaajTH}‘lSJl <j2<"'<jm§M}

verwendet werden. Jede Aktivierung von Gy ,, liefert eine Menge von Aus-
wahlbezirken, die durch

SO - {]177.7771} ESO,TTL

indiziert werden.

Die weitere Vorgehensweise héngt davon ab, wie die Auswahlbezirke F;
konzipiert werden kénnen und welche Informationen iiber die ihnen korre-
spondierenden Teilgesamtheiten €2; verfiigbar sind. In der bisherigen Pra-
xis der Bildung von Fléchenstichproben in Deutschland sind hauptséchlich
zwei Vorgehensweisen verfolgt worden. Die erste besteht darin, dass das
Gesamtgebiet F in eine sehr grofie Anzahl jeweils kleiner Auswahlbezirke
F1, ..., Fur zerlegt wird, so dass es sinnvoll erscheint, jeweils alle Mitglie-
der von (2, die in den durch G ., ausgewéhlten Auswahlbezirken angetrof-
fen werden konnen, in die Stichprobe aufzunehmen. Man erhilt dann eine
Clusterstichprobe. Die zweite Vorgehensweise besteht darin, innerhalb der
Auswahlbezirke noch einmal ein zufilliges, ggf. mehrstufiges Auswahlver-
fahren einsetzen zu lassen. Dann entsteht die schliefSlich realisierte Stich-
probe durch ein zwei- oder mehrstufiges Auswahlverfahren.

16. Das Auswahlverfahren beim Mikrozensus. Zur Ilustration der ersten
Vorgehensweise kann der Mikrozensus dienen. Es handelt sich um eine
seit 1957 (mit wenigen Ausnahmen) jiahrlich durchgefithrte Erhebung der
amtlichen Statistik, mit der Basisdaten iiber Personen und Haushalte, ins-
besondere auch iiber ihre Beteiligung am Erwerbsleben, gewonnen werden
sollen.’® Das Auswahlverfahren orientiert sich an der Zielvorgabe, dass

18 Allgemeine Informationen iiber den Mikrozensus finden sich z.B. bei Rinne (1996,
S.69ff.) und bei Krug, Nourney und Schmidt (1999, S. 304ff.), die auch iiber das Aus-
wahlverfahren berichten.
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jahrlich 1% der Bevilkerung durch eine Zufallsstichprobe ausgewihlt wer-
den soll. Auswahlbezirke fiir eine Partitionierung

F=FU---UFumu

werden als Mengen von Gebéuden (oder auch Gebdudeteilen, wenn es sich
um groflere Gebdude handelt) definiert. Bei ihrer Definition wird ange-
strebt, dass sich ein Durchschnittswert von etwa 9 Wohnungen pro Aus-
wahlbezirk ergibt. AuBlerdem werden 5 Schichtungsvariablen verwendet:
GebaudegroBenklassen, Regionen, Kreise, Gemeindegroflenklassen und Ge-
meinden. Die Stichprobenbildung erfolgt mit einer Variante einer syste-
matischen Zufallsauswahl. Zuerst werden die Auswahlbezirke mithilfe der
Schichtungsvariablen sortiert; dann werden entlang der resultierenden Rei-
henfolge jeweils 100 Auswahlbezirke zu einer sog. Zone zusammengefasst;
schlielich wird aus jeder Zone ein Auswahlbezirk zufillig ausgewéihlt. Auf
diese Weise werden ca. 40000 Auswahlbezirke ausgew#hlt. In einem zwei-
ten Schritt werden dann Interviewer beauftragt, die in den ausgewéhlten
Bezirken alle dort wohnenden Personen finden sollen, um die angestreb-
ten Informationen zu gewinnen. Es handelt sich also im Prinzip um eine
Clusterstichprobe, bei der jedoch bei der Auswahl der Cluster (Auswahl-
bezirke) von einer vorgéngigen Schichtung ausgegangen wird.

17. Alternative Verfahren fiir Flichenstichproben. Der Mikrozensus ist in-
sofern ein Sonderfall von Bevolkerungsumfragen, weil ein vergleichsweise
sehr groBer Auswahlsatz (1 %) angestrebt wird und aulerdem eine gesetz-
lich geregelte Auskunftspflicht besteht, so dass es nur zu sehr geringen
Stichprobenausfillen kommt. Fiir sozialwissenschaftliche Bevolkerungsum-
fragen wird iiberwiegend eine andere Variante von Fléichenstichproben ver-
wendet. Im Vergleich zum Mikrozensus gibt es hauptséchlich folgende Un-
terschiede.?’

a) Die Auswahlbezirke F; werden nicht durch Mengen von Wohnungen,
sondern durch regional abgegrenzte Wohngebiete, z.B. Wahlbezirke,
definiert. Gemessen an der Anzahl der Wohnungen sind sie infolge-
dessen erheblich grofler als beim Mikrozensus.

b) In jedem Auswahlbezirk, der in der ersten Stufe zufillig ausgewéihlt
worden ist, wird wiederum zuféllig eine bestimmte Anzahl von Woh-
nungen bzw. Haushalten ausgewihlt, so dass insoweit ein zweistufiges
Auswahlverfahren entsteht.

19Genauer gesagt handelt es sich um ein rotierendes Panel, bei dem pro Jahr ein Viertel
der befragten Personen ausgetauscht wird.

20Ein weiterer wichtiger Unterschied besteht natiirlich darin, dass es bei sozialwissen-
schaftlichen Umfragen keine Auskunftspflicht gibt. Infolgedessen kommt es meistens zu
groflen Stichprobenausfillen, d.h. dass man nur iiber einen vergleichsweise kleinen Teil
(oft weniger als 60 %) der fiir die Stichprobe ausgewihlten Mitglieder Informationen
erhélt.
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¢) Dann gibt es zwei Varianten. Es werden entweder alle Personen, die
in den in der zweiten Stufe ausgewihlten Haushalten leben, in die
Stichprobe aufgenommen; dann entsteht insgesamt eine zweistufige
Clusterstichprobe. Oder es werden wiederum zufillig aus den Haus-
halten einzelne Befragungspersonen ausgewihlt; es entsteht dann ins-
gesamt ein dreistufiges Auswahlverfahren.

Bei beiden Varianten stellt sich zunéchst die Frage, wie ein sinnvolles Aus-
wahlverfahren fiir die zweite Stufe, d.h. fiir die Auswahl von Wohnungen
bzw. Haushalten in den in der ersten Stufe ausgewihlten Auswahlbezirken
(die in diesem Kontext oft ,sampling points“ genannt werden) konzipiert
werden kann. Das héngt in erster Linie davon ab, welche Informationen
iiber die in einem Auswahlbezirk vorhandenen Wohnungen beschafft wer-
den konnen. Anders als beim Mikrozensus sind meistens keine vollsténdi-
gen Listen verfiigbar, so dass man sich zur Konzeption von Auswahlver-
fahren nur auf geographische Informationen (Stadtplidne) stiitzen kann. Es
wird deshalb meistens versucht, eine zuféllige Auswahl durch ein ,,zufélli-
ges Begehungsverfahren® (,random route®-Verfahren) zu simulieren.

18. ADM-Flichenstichproben. Ideen zur Durchfithrung solcher Varianten
einer Flichenstichprobe wurden in Deutschland vor allem durch den ,, Ar-
beitskreis Deutscher Marktforschungsinstitute“ ausgearbeitet und in Ge-
stalt von sog. ADM-Musterstichprobenpldnen kommerziell verbreitet. Da
zur Durchfithrung der meisten grofieren sozialwissenschaftlichen Bevolke-
rungsumfragen Meinungs- und Marktforschungsinstitute beauftragt wer-
den, liegen auch ihnen iiberwiegend die ADM-Flichenstichproben zugrun-
de. Hier beschrinken wir uns auf einige Hinweise auf den gegenwirtigen
Stand dieser Auswahlverfahren. Ausgangspunkt ist eine Einteilung der Ge-
samtfliche in Wahlbezirke, die auf der Wahlbezirksstatistik des Statisti-
schen Bundesamtes beruht. Allerdings werden nicht unmittelbar die ca.
60000 Wahlbezirke in den westlichen und ca. 20000 Wahlbezirke in den
Ostlichen Bundesldndern verwendet, sondern sog. synthetische Wahlbezir-
ke gebildet, die eine Mindestgréfie von 400 wahlberechtigten Personen um-
fassen. Ausgangspunkt ist somit eine Partitionierung

F=FU---UFumu

in synthetische Wahlbezirke, wobei M in der Groflenordnung von 64000
liegt. Wie im Mikrozensus werden Schichtungsvariablen verwendet, de-
ren Definition sich auf die Zugehorigkeit der synthetischen Wahlbezirke
zu Bundesldndern, Regierungsbezirken und Kreisen sowie auf Indikato-
ren fiir die Bevolkerungsdichte stiitzt. Ebenfalls wie beim Mikrozensus
erfolgt eine Auswahl synthetischer Wahlbezirke mit einem Verfahren der
systematischen Zufallsauswahl, wobei die Auswahlgrundlage zuerst mithil-
fe der Schichtungsvariablen sortiert wird. Allerdings gibt es an dieser Stelle
einen Unterschied. Beim Mikrozensus wird die systematische Zufallsaus-
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wahl so vorgenommen, dass jeder Auswahlbezirk die gleiche Ziehungswahr-
scheinlichkeit hat. Beim ADM-Verfahren werden dagegen die Ziehungs-
wahrscheinlichkeiten fiir die Auswahlbezirke proportional zu ihrem sog.
Bedeutungsgewicht festgelegt, durch das die Anzahl der Privathaushalte
in den Auswahlbezirken erfasst werden soll. Dadurch wird angestrebt, dass
man in jedem Auswahlbezirk die gleiche Anzahl von Haushalten auswéhlen
kann, um fiir alle Haushalte gleiche Inklusionswahrscheinlichkeiten zu er-
reichen.

Die auf der ersten Stufe vorgenommene systematische Zufallsauswahl
liefert eine Menge von Auswahlbezirken (in diesem Fall synthetische Wahl-
bezirke), die als ,sampling points* verwendet werden kénnen, um Woh-
nungen bzw. Haushalte auszuwéhlen. Fiir diese zweite Stufe gibt es kei-
ne generellen Richtlinien. In den Ausfithrungen der Arbeitsgemeinschaft
ADM-Stichproben/Bureau Wendt (1994, S.194) heifit es dazu:

»ochlieBlich gehort zum Konzept des Stichproben-Systems, dafi die gezogenen
Wahlbezirke, die also in den einzelnen Stichprobennetzen als Sampling Points
dienen sollen, identifizierbar sind — als geographisch klar abgegrenzte Teile einer
Gemeinde und dariiberhinaus im Innern mit zugénglicher Struktur: StraSen-
abschnitte, Hausnummern oder entsprechende Angaben, die es jemandem, der
dort hingeht, erlauben, die Haushalte aufzunehmen, aufzulisten, um von dort
aus den Ubergang von der Fliche auf die auszuwithlenden Haushalte und Per-
sonen vornehmen zu kénnen. Wie das im einzelnen geschieht, ist Angelegenheit
des Instituts bzw. seines jeweiligen Auftraggebers.*

Wollte man fiir diese zweite Stufe ein zufélliges Auswahlverfahren konzipie-
ren, miisste man sich vorab eine Représentation der in jedem ausgewéhl-
ten Wahlbezirk vorhandenen Wohnungen bzw. Haushalte verschaffen. Um
den damit verbundenen sehr grofien Arbeitsaufwand zu vermeiden, wird
stattdessen meistens versucht, zufillige Auswahlverfahren zu simulieren.
Zum Beispiel wird eine ,zufillig ausgewihlte“ Startadresse vorgegeben
und dann festgelegt, dass entlang von Straflenziigen und Himmelsrichtun-
gen wie bei einer systematischen Zufallsauswahl z.B. jede dritte Wohnung
aufgesucht werden soll.
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Aufgaben

1. Was versteht man unter einer effektiven Reprisentation fiir die Ele-
mente einer Grundgesamtheit?

2. Erklédren Sie die Unterscheidung zwischen konstitutiven, registrierten
und kontingenten Eigenschaften.

3. Was versteht man unter listenbasierten Auswahlverfahren?

4. Was versteht man unter der effektiven Auswahlgesamtheit eines Aus-
wahlverfahrens?

5. Was versteht man unter einem effektiven Auswahlverfahren?

6. Wieviele Stichproben des Umfangs n kann man aus einer Grundge-
samtheit mit N Elementen bilden?

7. Wieviele Stichproben des Umfangs n = 1,2,3,4,5,6,7,8,9 kann man
aus einer Grundgesamtheit mit 10 Elementen bilden?

8. Es sei Q = {wi,w2,w3} und S C Q mit S| = 2. Geben Sie alle
moglichen Stichproben (Teilmengen von £ mit |S| = 2) an.

9. Es sei Q = {w1,ws,ws,ws} und S C Q mit |S| = 2. Geben Sie alle
moglichen Stichproben (Teilmengen von §2 mit |\S| = 2) an.

10. Es sei Q@ = {w1,wa,ws,ws} und S C Q mit |S| = 3. Geben Sie die

Menge aller moglichen Stichproben (S3) vom Umfang 3 an.

11. Wie viele 10-stellige Zahlen gibt es, in denen jede der Zahlen 0 ...9
jeweils genau ein Mal vorkommt?

12. Wieviele Moglichkeiten gibt es, aus 10 Personen 5 Gruppen mit jeweils
2 Personen zu bilden, und zwar (a) ohne und (b) mit Beriicksichtigung
der Ordnung)?

13. Es sei Q@ := {wi,ws,w3,ws} und S3 die Menge aller drei-
elementigen Teilmengen von 2. Es sei Pr[Gs]({{w1,w2,ws}}) = 0.5 und
Pr[Gs]({S}) = 1/6 fiir alle anderen S € Ss.

a) Berechnen Sie die Inklusionswahrscheinlichkeiten:
7(w1), m(we), m(ws) und m(wy).

b) Berechnen Sie die Inklusionswahrscheinlichkeiten zweiter Ordnung:
m(w;, w;) fiir alle 4,5 € {1,2,3,4}.

14. Entwickeln Sie Formeln zur Berechnung der Inklusionswahrscheinlich-
keiten erster und zweiter Ordnung bei der systematischen Zufallsaus-
wahl.

15. Es sei Z : Q — Z eine Variable mit dem realisierten Merkmalsraum
Z(Q). Wieviele Schichten (Elemente einer Partition von ) kénnen
mithilfe von Z gebildet werden?

16. Es sei Q = {w1,ws,ws,ws,ws} und S5 = {51, 52,53} eine Menge



17.
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folgender 2-elementiger Stichproben aus Q: S7 = {wi,wa}, So =
{wa,ws}, Sz = {ws,ws}. Es sei auBerdem Pr[G]({9;}) = % fiir
i=1,2,3.
a) Berechnen Sie 7(w) fiir alle w € Q.
b) Berechnen Sie 7(w1,ws), m(wa,wy), (w1, ws).
¢) Geben Sie die effektive Auswahlgesamtheit Q* an.

)

d) Geben Sie Pr[Go]({S1}), Pr[Ga]({{w2,ws}}) und
Pr[Ga]({{w1,ws}}) an.

Gegeben ist eine Gesamtheit Q := {w1,wa, ..., w12}, aus der mit dem
Verfahren der systematischen Zufallsauswahl Stichproben vom Umfang
3 gezogen werden sollen.

a) Geben Sie die Menge der realisierbaren Stichproben S5 an. Geben
Sie zudem die effektive Auswahlgesamtheit Q* an. Handelt es sich
um ein effektives Auswahlverfahren?

b) Geben Sie fiir alle S € S5 deren Auswahlwahrscheinlichkeiten
Pr[Gs]({S}) an.

¢) Berechnen Sie die Inklusionswahrscheinlichkeiten 7(wi), m(ws),
m(w11), m(wiz).

d) Berechnen Sie die Inklusionswahrscheinlichkeiten zweiter Ordnung
(w1, w), (w1, w10), m(wi,wi1), m(wi,wr), T(we, wr).



