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Vorbemerkung. Bei den "Skripten zur Methodenlehre\ handelt es sichum Texte, die als Leitf�aden f�ur Seminare zur sozialwissenschaftlichenMe-thodenlehre dienen sollen. Das vorliegende Skript besch�aftigt sich mitstatistischen Methoden zur Analyse von L�angsschnittdaten. Dabei ori-entieren wir uns an Anwendungen dieser Methoden in der empirischenSozialforschung, bei denen es in erster Linie um eine Untersuchung vonLebensverl�aufen geht und Daten dementsprechend in Gestalt von Zu-standsverl�aufen gegeben sind. Darauf bezieht sich die im ersten Kapiteleingef�uhrte Terminologie.Der Text enth�alt zahlreiche �Ubungsaufgaben, die w�ahrend der Bear-beitung des Sto�es gel�ost werden sollten. Die meisten Aufgaben k�onnenmit Bleistift und Papier gel�ost werden; f�ur einige Aufgaben ist die Ver-wendung eines Taschenrechners hilfreich.F�ur Anwendungen der Methoden in der empirischen Sozialforschung,bei denen man es meist mit gr�o�eren Datens�atzen zu tun hat, mu� manallerdings Computer und geeignete Statistikprogramme verwenden. DerText enth�alt deshalb einen Anhang, anhand dessen man das ProgrammTDA kennenlernen kann, mit dem die meisten Fragestellungen der Ver-laufsdatenanalyse bearbeitet werden k�onnen. Mit den Aufgaben diesesAnhangs kann man sich entweder parallel zur Behandlung des Haupt-textes oder in einem sich anschlie�enden Workshop besch�aftigen.�Uber die hier behandelten statistischen Methoden gibt es eine sehrumfangreiche Literatur. Wer sein Wissen �uber die statistischen Aspek-te der Methoden vertiefen m�ochte, sei auf Lawless (1982) und Cox undOakes (1984) hingewiesen. F�ur eine weiterf�uhrende Diskussion von An-wendungen in der empirischen Sozialstrukturforschung sei auf Blossfeldund Rohwer (1995) verwiesen.
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Kapitel 1Einf�uhrungIn diesem Kapitel besprechen wir Grundz�uge des begri�ichen Rahmens,der in den nachfolgenden Kapiteln vorausgesetzt wird.1.1 Objekte und Lebensverl�aufeWir beziehen uns zun�achst ganz allgemein auf Objekte. Jedes Objektexistiert in der Form eines Lebensverlaufs: Es wird geboren, dann machtes einen gewissen Entwicklungsproze� durch, und schlie�lich stirbt es.Unser Ziel ist es, uns mit einigen statistischen Begri�en und Modellenzu besch�aftigen, die vorgeschlagen worden sind, um Lebensverl�aufe be-schreiben und �uber ihre Entwicklung nachdenken zu k�onnen.Wie wir sehen werden, sind diese Begri�e und Modelle sehr allgemein.Bei ihrer Verwendung in der empirischen Sozialforschung ist darauf zuachten, da� wir es dann meistens mit spezi�schen Objekten zu tun ha-ben, n�amlich sozialen Akteuren (sowohl individuelle als auch korporativeAkteure), die selbst Anteil daran nehmen, wie sich ihre Lebensverl�aufeentwickeln. Wir werden die Objekte, mit denen wir uns besch�aftigen, inallgemeiner Weise als Individuen bezeichnen.1.2 Verhalten und Zust�andeMan kann Individuen unter zwei komplement�aren Betrachtungsweisenvergegenst�andlichen: als Objekte, die sich verhalten k�onnen, und als Ob-jekte, die sich in wechselnden Zust�anden be�nden k�onnen. Der in diesemText behandelte Ansatz geht von der zweiten Betrachtungsweise aus:Lebensverl�aufe von Individuen werden als Folgen von Zust�anden konzi-piert.1.3 Der ZustandsraumAusgangspunkt ist also die Konzeption eines Zustandsraum. Wir setzenvoraus, da� es stets nur eine endliche Menge m�oglicher Zust�ande gibt undbezeichnen den Zustandsraum mit dem Symbol ~Y . Der Lebensverlaufeines Individuums besteht dann in einer Folge von Zust�anden aus dem



2 einf�uhrung 1vorgegebenen Zustandsraum. Die Aufenthaltsdauer in den Zust�andenist unbestimmt, und es wird auch nicht vorausgesetz, da� alle Zust�andedurchlaufen werden m�ussen. Aus diesem Ansatz folgt, da� der hier ver-wendete Begri� des Lebensverlaufs wesentlich davon abh�angt, welcherZustandsraum vorausgesetzt wird.Man beachte, da� ein Zustandsraum eindeutig sein mu�. Damit istgemeint, da� sich die zu betrachtenden Individuen zu jedem Zeitpunktin genau einem der m�oglichen Zust�ande be�nden m�ussen.Wir sprechen von einem vollst�andigen Zustandsraum, wenn der Zu-standsraum insbesondere die beiden Quasi-Zust�ande noch nicht geborenund gestorben umfa�t. Um Lebensverl�aufe vollst�andig zu erfassen, ist einvollst�andiger Zustandsraum erforderlich.1.4 BiographieschemaUnter einem Biographieschema verstehen wir die Festlegung einer Mengem�oglicher (ggf. unvollst�andiger) Lebensverl�aufe in einem Zustandsraum.Ein Biographieschema kann graphisch durch ein Zustandsdiagramm ver-anschaulicht werden. Es besteht dann aus einem gerichteten Graphen,in dem die m�oglichen Zust�ande durch Knoten, die m�oglichen �Uberg�angedurch gerichtete Kanten repr�asentiert werden.Aufgabe 1.1 Konzipieren Sie einen vollst�andigen Zustandsraum f�ur dieErfassung von Erwerbsverl�aufen, der die folgenden Zust�ande unterschei-det: (1) erwerbst�atig, (2) arbeitslos, (3) weder erwerbst�atig noch arbeits-los.Aufgabe 1.2 Konzipieren Sie mit dem Zustandsraum aus Aufgabe 1.1ein Biographieschema.1.5 Mehrdimensionale Zustandsr�aumeDie Konzeption eines Zustandsraum mu� durch den Modellkonstrukteurvorgegeben werden. Dies h�angt davon ab, welche Aspekte realer Lebens-verl�aufe erfa�t werden sollen, z.B. Erwerbsverl�aufe oder Ausbildungs-verl�aufe oder Beziehungsverl�aufe. Man kann mehrere solcher Aspektedurch einen mehrdimensionalen Zustandsraum repr�asentieren. Als sym-bolische Form eines m-dimensionalen Zustandsraum hat man dann~Y = ~Y1 � � � � � ~Ym

1.6 die zeitachse 3Andererseits ist es m�oglich, stattdessen einen einfachen (eindimensiona-len) Zustandsraum zu verwenden, bei dem jede m�ogliche Kombinationvon Zust�anden in ~Y1; : : : ; ~Ym als ein gesonderter Zustand im kombinier-ten Zustandsraum ~Y repr�asentiert wird.Aufgabe 1.3 Konzipieren Sie einen vollst�andigen Zustandsraum f�ur dieZust�ande: (1) unverheiratet, (2) verheiratet. Bilden Sie dann aus diesemund dem in Aufgabe 1.1 konzipierten Zustandsraum einen zweidimen-sionalen Zustandsraum.Aufgabe 1.4 Konzipieren Sie f�ur den zweidimensionalen Zustandsraumaus Aufgabe 1.3 ein Biographieschema.1.6 Die ZeitachseDie Grundvorstellung besteht darin, Lebensverl�aufe als ein zeitlich ge-ordnetes "Durchwandern\ von Zustandsr�aumen aufzufassen. Es ist alsoerforderlich, sich explizit auf eine Zeitachse zu beziehen. Hierf�ur gibt eszwei M�oglichkeiten.� Wir k�onnen uns eine Zeitachse als eine Folge von Zeitstellen vorstel-len, z.B. Stunden, Tage, Wochen oder Monate. Man spricht dannvon einer diskreten Zeitachse, und zur numerischen Repr�asentationk�onnen die nat�urlichen Zahlen verwendet werden.� Wir k�onnen uns eine Zeitachse als einen kontinuierlichen Zeitu�vorstellen, d.h. von der Annahme ausgehen, da� Zeitstellen beliebigteilbar sind. Man spricht dann von einer kontinuierlichen oder ste-tigen Zeitachse und verwendet zur numerischen Repr�asentation diereellen Zahlen.Wir werden zun�achst von einer diskreten Zeitachse ausgehen. Dies hatden Vorteil, da� von einer Folge von Zeitstellen gesprochen werden kann.Statistische Modelle verwenden jedoch h�au�g eine kontinuierliche Zeit-achse, so da� wir uns sp�ater auch dieser Vorstellung bedienen werden.1.7 Ereignisse als ZustandswechselWir haben bisher Lebensverl�aufe als Folgen von Zust�anden betrachtet,wobei die Aufenthaltsdauer in jedem der m�oglichen Zust�ande von un-terschiedlicher Dauer sein kann. Stattdessen kann man das Augenmerkauch auf die Zustandswechsel richten, also auf die �Uberg�ange von einem



4 einf�uhrung 1Box 1.1 Datensatz 1Beginn des EndeID Geburt Studiums des Studiums------------------------------------1 1970 1990 19952 1975 1994 19993 1973 1991 19964 1970 1989 19955 1975 1993 19996 1973 1993 19967 1970 1988 19958 1975 1995 19999 1973 1992 1997gegebenen in einen neuen Zustand. Diese Zustandswechsel werden auchEreignisse genannt.1Aufgabe 1.5 Geben Sie eine Liste aller Ereignisse an, die in dem Bio-graphieschema, das in Aufgabe 1.2 konzipiert wurde, m�oglich sind.1.8 Kalenderzeit und Proze�zeitWenn man sich auf reale Individuen und deren Lebensverl�aufe beziehenwill, mu� man zun�achst immer von einer Kalenderzeitachse ausgehen.Man spricht gelegentlich auch von einer historischen Zeitachse. F�ur dieModellbildung verwendet man stattdessen meistens eine Proze�zeitach-se. Es handelt sich um eine Zeitachse, bei der der Nullpunkt durch dasEintreten eines Ereignisses de�niert wird. Zum Beispiel k�onnte man eineProze�zeitachse konzipieren, die mit der Geburt beginnt oder mit derAufnahme eines Studiums oder dem Beginn einer Eheschlie�ung.Aufgabe 1.6 Betrachten Sie die Daten in Box 1.1. Konzipieren Sie dazueinen Zustandsraum und ein Biographieschema. Stellen Sie die Datenauf einer Proze�zeitachse dar, deren Zeiteinheiten Jahre sind und diemit dem Beginn des Studiums beginnt.1Es sei angemerkt, da� das Wort `Ereignis' dadurch eine spezi�sche Bedeutung be-kommt. Wer sich f�ur eine gr�undlichere Diskussion interessiert, sei auf Galton (1994)verwiesen.

1.9 verlaufsdiagramme 51.9 VerlaufsdiagrammeEin Verlaufsdiagramm ist ein Diagramm, bei dem die horizontale Achsedie Zeitachse und die vertikale Achse den Zustandsraum repr�asentiert.Dabei kann die Zeitachse entweder eine Kalenderzeitachse oder eine Pro-ze�zeitachse sein. Solche Diagramme sind oft n�utzlich, um exemplarischeinzelne oder auch mehrere Verl�aufe darzustellen.Aufgabe 1.7 Stellen Sie die ersten drei Verl�aufe aus dem Datensatz inBox 1.1 zun�achst in einem Verlaufsdiagramm dar, bei dem die Zeitachseeine Kalenderzeitachse ist, dann in einem Verlaufsdiagramm, bei demdie Zeitachse die Proze�zeitachse ist, die mit dem Beginn des Studiumsbeginnt.1.10 KohortenIn der empirischen Sozialforschung wird oft der Begri� Kohorte verwen-det, um eine Menge von Individuen zu bezeichnen, die ein Ereignis einesbestimmten Typs in der gleichen Kalenderzeitstelle erfahren haben. ZumBeispiel bilden alle Individuen, die im Jahr 1970 geboren worden sind,eine Geburtskohorte. Dabei mu� nat�urlich angegeben werden, auf welcheGrundgesamtheit von Individuen man sich beziehen m�ochte. Und au�er-dem mu� die Dauer der Zeitstelle �xiert werden, die zur De�nition vonKohorten dienen soll.Aufgabe 1.8 Betrachten sie die Daten in Box 1.1. Wieviel Geburts-kohorten gibt es? Erstellen Sie eine Tabelle, in der die Individuen denGeburtskohorten zugeordnet werden. Machen Sie dann das gleiche f�urdie Kohorten von Studienanf�angern.



6 einf�uhrung 1 Kapitel 2Statistische BeschreibungenIn diesem Kapitel beginnen wir mit einer Diskussion der Frage, wieLebensverl�aufe beschrieben werden k�onnen. Zwei komplement�are Be-trachtungsweisen k�onnen eingenommen werden. Man kann versuchen,Lebensverl�aufe spezi�scher Individuen ins Auge zu fassen und in ihrerjeweils einmaligen Entwicklung zu beschreiben. Andererseits kann maneine vergleichende Betrachtungsweise einnehmen. Dies setzt voraus, da�man sich auf eine Mehrzahl vergleichbarer Lebensverl�aufe beziehen kann.Vergleichbarkeit ist allerdings kein Merkmal, das Lebensverl�aufen \anund f�ur sich" zukommt oder nicht zukommt, sondern Gesichtspunktef�ur einen Vergleich kommen stets durch den Sozialforscher zustande. Erist es, der Lebensverl�aufe vergleichen m�ochte und daf�ur die ihm wichtigerscheinenden Gesichtspunkte de�niert.F�ur den hier zu behandelnden statistischen Ansatz kommen die Ge-sichtspunkte f�ur einen Vergleich von Lebensverl�aufen durch die De�-nition eines Biographieschemas zustande. Wir nehmen im folgenden an,da� ein Biographieschema de�niert worden ist und da� man sich auf einevorgegebene Menge von Individuen beziehen kann, deren Lebensverl�aufe(meistens nur ausschnitthaft) durch das vorgegebene Biographieschemaverglichen werden k�onnen. Wir bezeichnen diese Menge von Individuenmit dem Symbol 
.Diese Voraussetzungen erlauben es, Lebensverl�aufe mit statistischenBegri�en zu beschreiben. Was damit gemeint ist, wird sogleich deutlicherwerden, wenn wir die beiden Grundbegri�e, statistische Variable undstatistische Verteilung , eingef�uhrt haben.2.1 Statistische VariablenEine statistische Variable ist eine Abbildung (auch Funktion genannt),die jedem Individuum aus einer vorgegebenen Menge einen bestimmtenWert in einem Merkmalsraum zuordnet. Zur symbolischen Repr�asenta-tion verwenden wir die SchreibweiseX : 
 �! ~X



8 statistische beschreibungen 2Hier ist X eine statistische Variable, die jedem Individuum ! 2 
 einenMerkmalswert X(!) aus dem Merkmalsraum ~X zuordnet. Wir setzenvoraus, da� es f�ur den Merkmalsraum eine numerische Repr�asentationgibt. In dieser Einf�uhrung betrachten wir zwei Arten numerischer Re-pr�asentationen. Wenn ~X durch eine Teilmenge der nat�urlichen Zahlenrepr�asentiert werden kann, nennen wir X eine diskrete Variable. Wenn~X durch einen zusammenh�angenden Teilbereich der reellen Zahlen re-pr�asentiert werden kann, nennen wir X eine kontinuierliche Variable.Variablen k�onnen au�erdem danach unterschieden werden, ob es sich umeinen qualitativen, ordinalen oder quantitativen Merkmalsraum handelt.Eine diskrete numerische Repr�asentation kann f�ur alle drei Arten vonVariablen verwendet werden, eine kontinuierliche numerische Repr�asen-tation ist im allgemeinen nur bei quantitativen Variablen sinnvoll.2.2 ZustandsvariablenDer Begri� der statistischen Variablen kann nun verwendet werden, umLebensverl�aufe zu repr�asentieren. Vorausgesetzt wird ein Biographie-schema, also insbesondere ein Zustandsraum ~Y und eine Zeitachse ~T ,die zun�achst als eine diskrete Proze�zeitachse angenommen wird, also~T = f 0; 1; 2; 3; : : :gWeiterhin wird eine endliche Menge von Individuen, 
, vorausgesetzt.Dann k�onnen die Zust�ande, in denen sich die Individuen be�nden, durchstatistische Zustandsvariablen erfa�t werden. F�ur jede Zeitstelle t 2 ~Tgibt es eine ZustandsvariableYt : 
 �! ~YYt(!) ist der Zustand, in dem sich das Individuum ! 2 
 in der Zeitstellet be�ndet. Der Lebensverlauf jedes Individuums ist dann durch eineFolge von Zust�anden:(Y0(!); Y1(!); Y2(!); : : : )gegeben. Da wir angenommen haben, da� Zustandsr�aume stets nur eineendliche Anzahl unterschiedlicher Zust�ande enthalten, handelt es sichbei Zustandsvariablen stets um diskrete Variablen.
2.3 partielle lebensverl�aufe 92.3 Partielle Lebensverl�aufeDie Idee, Lebensverl�aufe durch Folgen von Zust�anden zu repr�asentie-ren, bereitet dann keine Schwierigkeiten, wenn es sich um vollst�andigeLebensverl�aufe handelt. Jeder Lebensverlauf m�undet dann in einem End-zustand, in dem Quasi-Zustand gestorben. In der empirischen Sozialfor-schung werden jedoch meistens nur partielle Lebensverl�aufe untersucht.Man mu� dann festlegen, welchen Teil von Lebensverl�aufen man betrach-ten m�ochte. Daf�ur gibt es zwei M�oglichkeiten. In beiden F�allen beginntman mit einem Anfangsereignis, dessen Eintritt den Beginn des parti-ellen Lebensverlaufs markiert; zum Beispiel: Geburt eines Individuums,Beginn eines Studiums, Eintritt in das Erwerbsleben. Dies erlaubt es,eine entsprechende Proze�zeitachse zu de�nieren. Um die Entwicklungpartieller Lebensverl�aufe auf dieser Proze�zeitachse zu erfassen und zuvergleichen, gibt es dann zwei M�oglichkeiten.a) Man kann einen festen Zeitraum �xieren; zum Beispiel die ersten 20Jahre seit der Geburt, oder 6 Jahre seit dem Beginn eines Studiums.Das hei�t, man �xiert auf der vorgegebenen Zeitachse eine maxima-le Zeitstelle t� und erh�alt dann f�ur alle Individuen aus 
 partielleLebensverl�aufe gleicher L�ange, n�amlich(Y0(!); Y1(!); Y2(!); : : : ; Yt�(!))Hierbei mu� nat�urlich ein geeigneter Zustandsraum vorausgesetztwerden, der es erlaubt, alle Lebensverl�aufe f�ur die vorgegebene Zeit-spanne zu de�nieren.b) Eine andere M�oglichkeit besteht darin, da� man die partiellen Le-bensverl�aufe enden l�a�t, wenn eines aus einer vorgegebenen Mengem�oglicher Ereignisse eintritt. Statistiker sprechen dann manchmalvon einem "absorbierenden Endzustand\, der durch das Eintreteneines solchen Ereignisses erreicht wird. Analog kann man von "ab-sorbierenden Endereignissen\ sprechen, die einen partiellen Lebens-verlauf beenden. Um eine Menge absorbierender Endzust�ande zu �-xieren, verwenden wir das Symbol ~Y �. Es mu� gelten, da� ~Y � eineTeilmenge des Zustandsraums ist, also ~Y � � ~Y . Jeder individuel-le Lebensverlauf wird dann so lange erfa�t, bis zum ersten Mal einZustand in ~Y � erreicht wird.In der empirischen Sozialforschung wird haupts�achlich die zweite Heran-gehensweise verwendet. Sie hat zur Folge, da� die individuellen (partiel-



10 statistische beschreibungen 2len) Lebensverl�aufe im allgemeinen eine unterschiedliche zeitliche Aus-dehnung bekommen. Einige Individuen erreichen einen absorbierendenEndzustand schon nach kurzer Zeit, andere brauchen daf�ur l�anger.2.4 Statistische VerteilungenGrundlegend f�ur statistische Beschreibungen ist der Begri� der statisti-schen Verteilung. Vorausgesetzt wird, da� man sich auf eine statistischeVariable beziehen kann, also auf ein Kollektiv 
 und eine Abbildung X ,die jedem Mitglied des Kollektivs einen Wert in einem Merkmalsraum,~X, zuordnet. Die Idee ist, da� man sich bei einer statistischen Beschrei-bung nicht f�ur die jeweils individuellen Merkmalswerte der Mitgliederdes Kollektivs interessiert, sondern nur daf�ur, wie sich die Mitglieder aufdie m�oglichen Merkmalswerte verteilen. Diese Betrachtungsweise kommtgut in folgenden Worten der \Declaration on Professional Ethics" zumAusdruck, die vom International Statistical Institute erstellt worden ist:\Statistical data are unconcerned with individual identities. They are collectedto answer questions such as `how many?' or `what proportions?', not `who?'.The identities and records of cooperating (or non-cooperating) subjects shouldtherefore be kept con�dential, whether or not con�dentiality has been explicitlypledged."1Eine statistische Verteilung wird deshalb als eine FunktionP : A( ~X) �! [ 0; 1 ]de�niert. A( ~X) ist eine Menge von Teilmengen des Merkmalsraums ~X.Dabei wird �ublicherweise vorausgesetzt, da� es sich um eine Mengenal-gebra handelt, die bez�uglich der mengentheoretischen Basisoperationen(Vereinigung, Durchschnitt und Komplement) abgeschlossen ist. Die Ele-mente von A( ~X) werden wir Merkmalsmengen nennen. Die Funktion Pkann dann folgenderma�en spezi�ziert werden: Sie soll f�ur jede Merk-malsmenge ~x 2 A( ~X) den Anteil der Mitglieder von 
 angeben, derenMerkmalswerte in dieser Merkmalsmenge liegen. Also in einer explizitenDe�nition:P(~x) := j f! 2 
 jX(!) 2 ~xg j� j
 jEs ist erkennbar, wie durch diese De�nition eine Bezugnahme auf indivi-duelle Mitglieder von 
 verschwindet und es nur noch darauf ankommt,1International Statistical Institute 1986, S. 238.

2.5 zustandsverteilungen 11wieviele Mitglieder an den jeweiligen Merkmalsmengen teilhaben.Um uns exibler auf Merkmalsmengen beziehen zu k�onnen, werdenwir auch noch einige abk�urzende Schreibweisen verwenden; insbesonderedie folgenden:P(X 2 ~x) := P(~x)P(X = x) := P(fxg)Bei quantitativen Variablen wird auch noch die SchreibweiseP(X � x) := P(f! 2 
 jX(!) � xgverwendet und im allgemeinen als (kumulative) Verteilungsfunktion vonX bezeichnet. Die meistens verwendete Symbolik isF (x) := P(X � x)Aufgabe 2.1 Es sei 
 ein Kollektiv mit 10 Mitgliedern und es gebe diefolgenden Merkmalswerte einer Variablen X :3; 2; 3; 1; 4; 3; 1; 3; 4; 2(a) Geben sie den Merkmalsraum an. (b) De�nieren Sie eine Algebravon Merkmalsmengen durch die Potenzmenge des Merkmalsraums. (c)Berechnen Sie die statistische Verteilung der Variablen X und geben Siedas Resultat f�ur alle m�oglichen Merkmalsmengen in einer Tabelle an.(d) Nehmen Sie an, da� es sich um eine quantitative Variable handelt.Berechnen Sie dann die Verteilungsfunktion der Variablen und geben Siedas Resultat in einer Tabelle an.Aufgabe 2.2 Zeigen Sie, da� die Verteilungsfunktion P additiv ist, d.h.da� folgendes gilt: Wenn ~x1 und ~x2 zwei disjunkte Merkmalsmengen sind,dann giltP(~x1 [ ~x2) = P(~x1) + P(~x2)2.5 ZustandsverteilungenZu �uberlegen ist, wie statistische Beschreibungen von Lebensverl�aufenentwickelt werden k�onnen. Das kann man zun�achst auf ganz einfache



12 statistische beschreibungen 2Box 2.1 Datensatz 2ID t = 1 2 3 4 5 6-------------------------1 0 0 1 1 0 02 1 0 0 0 1 13 1 1 0 0 0 04 0 0 0 1 1 15 0 1 1 1 0 06 1 1 0 0 1 1Weise dadurch machen, da� man sich auf die Zustandsvariablen Yt be-zieht, die in Abschnitt 2.2 zur Repr�asentation von Lebensverl�aufen ein-gef�uhrt worden sind. D.h. man kann f�ur jede Zeitstelle t 2 ~T die statisti-sche Verteilung der Zustandsvariablen Yt berechnen. Bezieht man sichnur auf eine einzige Zeitstelle, spricht man von einer Querschnittsver-teilung . Eine Querschnittsverteilung ergibt nat�urlich noch kein Bild derEntwicklung von Lebensverl�aufen. Eine M�oglichkeit, hier weiterzukom-men, besteht darin, die Querschnittsverteilungen f�ur alle Zeitstellen derZeitachse zu berechnen. Wir sprechen dann von diachronen Zustands-verteilungen. Man kann das Ergebnis in einer Tabelle oder in einemSchaubild darstellen.Aufgabe 2.3 Betrachten Sie die Daten in Box 2.1. Es handelt sichum Erwerbsverl�aufe bei 6 Individuen. Es gibt zwei Zust�ande: 1 = er-werbst�atig, 0 = nicht erwerbst�atig. Berechnen sie die diachrone Zu-standsverteilung und stellen Sie diese Verteilung (a) in einer Tabelleund (b) in einem Schaubild dar.Problematik. Diachrone Zustandsverteilungen liefern sinnvolle stati-stische Beschreibungen, wenn es sich um nicht wiederholbare Zust�andehandelt. Zum Beispiel: 0 = noch nie verheiratet gewesen, 1 = verheira-tet oder mindestens einmal verheiratet gewesen. Wenn es sich jedoch umwiederholbare Zust�ande handelt, wie z.B. bei Erwerbsverl�aufen, k�onnendiachrone Zustandsverteilungen irref�uhrend werden, weil sie keine R�uck-schl�usse auf die individuellen Verl�aufe gestatten.Aufgabe 2.4 Konstruieren Sie ein Beispiel, um diese Problematik sicht-bar zu machen. Es soll zwei Zust�ande geben: 1 = arbeitslos, 0 = nichtarbeitslos. Konstruieren Sie dann zwei Varianten f�ur 6 individuelle Ver-l�aufe, so da� der Anteil der arbeitslosen Personen in jeder Zeitstelle 1=3betr�agt. Bei der ersten Variante sollen 2 Personen immer, 4 Personen nie
2.5 zustandsverteilungen 13arbeitslos sein. Bei der zweiten Variante sollen alle Personen gleichm�a�igvon Arbeitslosigkeit betro�en sein.



14 statistische beschreibungen 2 Kapitel 3VerweildauerverteilungenIn diesem Kapitel werden einige Begri�e diskutiert, die dazu dienenk�onnen, die Verweildauern in den durch ein Biographieschema vorgege-benen Zust�anden statistisch darzustellen. Soweit wir uns dabei auf Datenbeziehen, wird angenommen, da� vollst�andige Beobachtungen verf�ugbarsind. Die Problematik unvollst�andiger (zensierter) Beobachtungen wirdim n�achsten Teil behandelt.3.1 EpisodenGegeben ein Biographieschema, stellen wir uns einen Lebensverlauf alsein sequentielles Durchwandern des zugeh�origen Zustandsraums vor. EinIndividuum beginnt in einem gewissen Zustand und h�alt sich eine mehroder weniger lange Zeit in diesem Zustand auf, dann wechselt es in einenneuen Zustand und h�alt sich in diesem neuen Zustand mehr oder weni-ger lange auf, usw. Wir k�onnen uns einen Lebensverlauf also auch alseine Folge von Episoden vorstellen, d.h. Aufenthaltsdauern in einem ge-gebenen Zustand bis ein Wechsel in einen neuen Zustand erfolgt. Eineeinzelne Episode l�a�t sich durch vier Angaben charakterisieren:� durch einen Anfangszustand , mit dessen Auftreten die Episode be-ginnt;� durch einen Endzustand , oder Folgezustand , mit dessen Auftretendie Episode beendet wird;� durch eine Anfangszeitstelle, die angibt, wann der Anfangszustandzum erstenmal eingenommen wird; und� durch eine Endzeitstelle, die angibt, wann der Endzustand zum er-stenmal eingenommen wird.Der Begri� der Episode (verwendet wird auch gelegentlich das englischeWort Spell) erlaubt es, ein allgemeines Schema f�ur die Representationvon Lebensverlaufsdaten zu de�nieren. Box 3.1 illustriert dies Schemaanhand von vier Verl�aufen. Der Zustandsraum umfa�t vier Zust�ande; 1ist der Anfangszustand, 4 ist der (absorbierende) Endzustand. Jede Zeile



16 verweildauerverteilungen 3Box 3.1 Schema f�ur Episodendaten (Datensatz 3)ID SN ORG DES TS TF----------------------------1 1 1 2 0 101 2 2 3 10 151 3 3 4 15 202 1 1 4 0 153 1 1 3 0 163 2 3 4 19 184 1 1 2 0 64 2 2 3 6 114 3 3 2 11 174 4 2 4 17 23in dem Schema bezieht sich auf eine Episode, und f�ur jedes Individuumgibt es also so viele Zeilen, wie ihr Lebensverlauf Episoden aufweist. Diedie Spalten benennenden Abk�urzungen sind folgenderma�en zu verste-hen:� ID ist die Identi�kationsnummer der Individuen,� SN ist die laufende Nummer der Episode,� ORG ist der Anfangszustand der Episode,� DES ist der Endzustand der Episode,� TS ist die Anfangszeitstelle der Episode,� TF ist die Endzeitstelle der Episode.Wir werden ein solches Schema ein Episodendatenschema nennen.Aufgabe 3.1 Konstruieren Sie f�ur den Datensatz 1 (Box 1.1) zun�achstein Biographieschema und stellen Sie die Daten dann in einem Episo-dendatenschema dar.Aufgabe 3.2 Konstruieren Sie f�ur den Datensatz 2 (Box 2.1) zun�achstein vollst�andiges Biographieschema und stellen Sie die Daten dann ineinem Episodendatenschema dar.3.2 Statistischer Begri�srahmenWir setzen jetzt die in Abschnitt 2 begonnene Diskussion fort, wie Le-bensverl�aufe statistisch beschrieben werden k�onnen. Die Idee, die wir im
3.3 ein m�oglicher folgezustand 17weiteren verfolgen, besteht darin, sich zun�achst auf einzelne Episodenzu konzentrieren, genauer gesagt, auf die Gesamtheit der Episoden, diein einem bestimmten, der Beschreibung vorausgesetzten Anfangszustandbeginnen. Wir setzen au�erdem voraus, da� wir diese Episoden auf einerProze�zeitachse beschreiben wollen, die mit dem Eintritt des Anfangszu-stands beginnt. Die Gesamtheit der Episoden, auf die wir uns beziehenwollen, kann dann durch eine zweidimensionale statistische Variable(T;D)repr�asentiert werden. T erfa�t die Zeitdauer der Episode, d.h. die Ver-weildauer im Ausgangszustand, und D erfa�t den Folgezustand, dessenEintreten die Epiosde abschlie�t.Es ist klar, da� sich die Darstellung vereinfacht, wenn eine Episodein nur einem m�oglichen Folgezustand enden kann. Dann kann D nureinen m�oglichen Wert annehmen und braucht nicht explizit erfa�t zuwerden. Oder anders gesagt, eine Episode wird dann vollst�andig durchihre Dauer, den Wert von T , charakterisiert.3.3 Ein m�oglicher FolgezustandWenn es nur einen m�oglichen Folgezustand gibt, gen�ugt es, die Verweil-dauervariable T zu betrachten. Eine statistische Beschreibung zielt danndarauf, die statistische Verteilung dieser Verweildauervariablen zu ermit-teln und darzustellen. Die begri�ichen Hilfsmittel h�angen davon ab, obman sich die Zeitachse als diskret oder stetig vorstellen will. In beidenF�allen k�onnen wir die Verteilung durch eine (kumulative) Verteilungs-funktionF (t) = P(T � t)charakterisieren. Ebenfalls unabh�angig von der Art der Zeitachse kannman einen weiteren in der Verweildaueranalyse oft verwendeten Begri�de�nieren, die Survivorfunktion. Sie ergibt sich unmittelbar aus der Ver-teilungsfunktion durch die De�nitionG(t) = 1� F (t)Eine Unterscheidung wird allerdings erforderlich, wenn wir uns auf ei-ne zeitstellenbezogene Ereignisdichte beziehen wollen. Im diskreten Fallkann man dann eine diskrete Dichtefunktionf(t) = P(T = t)



18 verweildauerverteilungen 3verwenden. Im stetigen Fall wird der Ausdruck P(T = t) problematisch,und es ist zweckm�a�ig, zun�achst von Zeitintervallen auszugehen, alsoAusdr�ucken der ArtP(t � T < t+�)wobei � die Dauer des Zeitintervals angibt, das an der Stelle t beginnt.Es ist klar, da� der Wert eines solchen Ausdrucks von � abh�angt, undman de�niert deshalb die Ereignisdichte pro Zeiteinheit durchf(t) = lim�!0 P(t � T < t+�)�Schlie�lich ist die Unterscheidung auch noch f�ur den Begri� der �Uber-gangsrate relevant, der in vielen Ans�atzen der Verweildaueranalyse einezentrale Rolle spielt. Die Idee ist, eine zeitstellenbezogene Ereignisdichteunter der Bedingung zu betrachten, da� das Ereignis noch nicht einge-treten ist. Im diskreten Fall lautet die De�nitionr(t) = P(T = t jT � t)Im stetigen Fall verwendet man die De�nitionr(t) = lim�!0 P(t � T < t+� jT � t)�Aufgabe 3.3 Zeigen Sie zun�achst f�ur den diskreten, dann f�ur den steti-gen Fall, da� die Begri�e `Verteilungsfunktion', `Survivorfunktion', `Dich-tefunktion' und `�Ubergangsrate' �aquivalent sind, d.h. da� sie wechselsei-tig auseinander abgeleitet werden k�onnen. Zeigen Sie insbesondere, da�folgende Zusammenh�ange gelten. Im diskreten Fall:r(t) = f(t)=G(t� 1)undG(t) = tY�=1 (1� r(�))Und im stetigen Fall:r(t) = f(t)=G(t)undG(t) = exp�� Z t0 r(�) d��

3.4 mehrere m�ogliche folgezust�ande 19Aufgabe 3.4 Berechnen Sie mit dem Datensatz 1 (Box 1.1) die diskrete�Ubergangsrate f�ur die Beendigung des Studiums.Aufgabe 3.5 Betrachten Sie im Datensatz 2 (Box 2.1) zwei Gruppenvon Episoden: Episoden, die im Zustand 0 beginnen, und Episoden, dieim Zustand 1 beginnen. Verwenden Sie nur die nicht-zensierten Episo-den, d.h. diejenigen Episoden, f�ur die aus dem Datenbestand erkennbarist, da� sie durch den �Ubergang in einen neuen Zustand beendet wer-den. Berechnen Sie dann die �Ubergangsraten f�ur den �Ubergang in denZustand 1 und f�ur den �Ubergang in den Zustand 0.3.4 Mehrere m�ogliche Folgezust�andeWenn eine Episode in zwei oder mehr m�oglichen Folgezust�anden endenkann, gen�ugt es nicht, nur die Verweildauervariable T zu betrachten,sondern man mu� sich direkt auf die zweidimensionale Variable (T;D)beziehen. Die Aufgabe besteht dann darin, eine zweidimensionale Vertei-lung zu ermitteln und darzustellen. Um einen Zugang zu dieser Aufgabezu �nden, ist es zweckm�a�ig, mit der Idee einer zielzustandsspezi�schen�Ubergangsrate zu beginnen. Im diskreten Fall lautet die De�nitionrd(t) = P(T = t;D = d jT � t)wobei d einen der m�oglichen Folgezust�ande bezeichnet. Im stetigen Falllautet die De�nitionrd(t) = lim�!0 P(t � T < t+�; D = d jT � t)�Die Menge der m�oglichen Folgezust�ande werden wir im folgenden stetsmit dem Symbol ~D bezeichnen und dabei als Konvention annehmen, da�~D = f1; : : : ;mgist, wenn es m m�ogliche Folgezust�ande gibt.Aufgabe 3.6 Betrachten Sie in Box 3.1 alle Episoden, die im Zustand1 beginnen. Bestimmen Sie die Menge ~D der m�oglichen Folgezust�andeund berechnen Sie f�ur jeden Zustand d 2 ~D die �Ubergangsrate rd(t).Aufgabe 3.7 Wenn Episoden in mehreren m�oglichen Folgezust�andenenden k�onnen, kann man auch von den Unterscheidungen abstrahierenund stattdessen nur einen m�oglichen Folgezustand betrachten, n�amlich



20 verweildauerverteilungen 3das Verlassen des Anfangszustands. Man kann dann die Episoden sobetrachten, als ob es nur einen m�oglichen Folgezustand gibt und die inAbschnitt 3.3 eingef�uhrten Begri�sbildungen verwenden. Zeigen Sie, da�folgender Zusammenhang gilt:r(t) = Xd2 ~D rd(t)wobei ~D die Menge der m�oglichen Folgezust�ande bezeichnet. Veri�zierenSie diesen Zusammenhang an den Rechenergebnissen der Aufgabe 3.6.Aufgabe 3.8 Bei Episoden mit mehreren m�oglichen Folgezust�andenkann man folgenderma�en sog. Sub-Survivorfunktionen de�nieren:Gd(t) = exp�� Z t0 rd(�) d��(a) �Uberlegen Sie sich, ob bzw. wie man diese Sub-Survivorfunktioneninhaltlich interpretieren kann. (b) Zeigen Sie, da� folgender Zusammen-hang zum Begri� der Survivorfunktion gilt:G(t) = Yd2 ~D Gd(t)

Kapitel 4Zensierte BeobachtungenBisher haben wir angenommen, da� f�ur die Verweildauervariable T , bzw.(T;D) bei mehreren m�oglichen Folgezust�anden, vollst�andige Beobach-tungen verf�ugbar sind, da� also die Episoden f�ur alle Individuen abge-schlossen sind und wir die Verweildauern und Folgezust�ande kennen. Dasist bei den in der Praxis ermittelbaren Daten oft nicht der Fall. In die-sem Kapitel behandeln wir einen wichtigen Spezialfall unvollst�andigerDaten, sog. rechts zensierte Beobachtungen.4.1 Rechts zensierte BeobachtungenMan sagt, da� die Beobachtung einer Episode bei einem Individuumrechts zensiert ist, wenn man zwar wei�, wie lange sich das Individuumschon im Anfangszustand aufh�alt, aber nicht wei�, wie lange es noch indiesem Zustand bleiben wird und welcher der m�oglichen Folgezust�andedann eintreten wird. Die Situation ist dann folgende: Wir unterstellen ei-ne statistische Variable (T;D) mit einer Menge m�oglicher Folgezust�ande~D. Unsere Beobachtungen f�ur i = 1; : : : ; n Individuen liefern uns je-doch nicht unmittelbar Werte von (T;D), sondern Werte einer Variablen(T �; D�). D� kann Werte in einer Menge~D� = ~D [ f0gannehmen, wobei 0 der Anfangszustand der Episode ist und infolgedessenkein Element von ~D sein kann.1 Die Beobachtungen sind in Form vonWerten(t�i ; d�i ) f�ur i = 1; : : : ; ngegeben, und der Zusammenhang mit den unterstellten Werten (ti; di),also den Werten der als theoretischer Rahmen angenommenen Variablen(T;D), wird folgenderma�en hergestellt:a) Wenn d�i 2 ~D, liegt eine nicht zensierte Beobachtung vor, und es gilt:ti = t�i und di = d�i .1Entsprechend unserer Konvention, f�ur ~D positive nat�urliche Zahlen zu verwenden,ist also ~D� = f0; 1; : : : ;mg, wenn es m m�ogliche Folgezust�ande gibt.



22 zensierte beobachtungen 4b) Wenn d�i = 0, liegt eine zensierte Beobachtung vor; �uber den Folge-zustand ist also nichts bekannt, es gilt jedoch ti > t�i .Diese Form der Repr�asentation zensierter Beobachtungen erlaubt es, sieauf einfache Weise in einem Episodendatenschema (vgl. Abschnitt 3.1)kenntlich zu machen. Sie werden dadurch kenntlich gemacht, da� manf�ur den Endzustand der Episode ihren Anfangszustand einsetzt, und f�urdie Endzeitstelle diejenige Zeitstelle, bis zu der man wei�, da� sich dasIndividuum im Anfangszustand der Episode aufgehalten hat.Aufgabe 4.1 Stellen Sie die Daten des Datensatzes 2 (Box 2.1) in einemEpisodendatenschema dar, wobei rechts zensierte Episoden durch dieeben genannte Konvention kenntlich gemacht werden.4.2 Berechnung von SurvivorfunktionenWir behandeln zun�achst eine Situation, in der es nur einen m�oglichenFolgezustand gibt. Wir k�onnen also ~D� = f0; 1g annehmen, wobei 0 zen-sierte, 1 unzensierte Beobachtungen kennzeichnet. Wie lassen sich dannSurvivorfunktionen berechnen, wenn einige Beobachtungen rechts zen-siert sind? Eine genaue Berechnung ist o�enbar nicht m�oglich, denn beiden zensierten Beobachtungen kennt man nur t�i , nicht jedoch ti. Wirk�onnen jedoch untere und obere Grenzen f�ur die unbekannte Survivor-funktion G(t) berechnen.a) Eine untere Grenze, wir bezeichnen sie mit G`(t), erh�alt man, wennman f�ur die zensierten Beobachtungen annimmt, da� der Anfangs-zustand unmittelbar nach dem Zensierungszeitpunkt verlassen wird,also ti = t�i oder, bei einer diskreten Zeitachse, ti = t�i + 1.b) Eine obere Grenze, durch Ga(t) bezeichnet, erh�alt man, wenn manf�ur die zensierten Beobachtungen annimmt, da� der Anfangszustanderst nach einer "beliebig langen\ Verweildauer verlassen wird. Esgen�ugt jedoch, die Verweildauern der zensierten Episoden so anzu-setzen, da� sie l�anger sind als die l�angste unzensierte Verweildauer.Die unbekannte Survivorfunktion G(t) liegt sicherlich zwischen diesenGrenzen, d.h.G`(t) � G(t) � Ga(t)Die Breite der Intervalle (abh�angig von t) h�angt nat�urlich von dem Anteilzensierter Beobachtungen ab und davon, wie sie sich auf der Zeitachse
4.3 das kaplan-meier-verfahren 23Box 4.1 Datensatz 4ID DUR CEN---------------1 17 12 5 03 22 14 13 15 2 06 9 17 12 08 15 1verteilen. Je nachdem liefern die Daten mehr oder weniger viel Informa-tion �uber die Survivorfunktion G(t).Aufgabe 4.2 Berechnen Sie f�ur die Daten in Box 4.1 untere und obereGrenzen der Survivorfunktion. Stellen Sie dann das Ergebnis in einemSchaubild dar.4.3 Das Kaplan-Meier-VerfahrenWenn man etwas nicht genau kennt, wie in diesem Fall die Survivorfunk-tion G(t), neigen Statistiker dazu, sich Verfahren auszudenken, wie mandas, was man nicht kennt, trotzdem m�oglichst sinnvoll sch�atzen kann.Ein f�ur diesen Zweck ausgedachtes Verfahren stammt von E.L. Kaplanund P. Meier (1958). Um das Verfahren darzustellen, wird zun�achst ei-ne diskrete Zeitachse angenommen. Dann gibt es, wie in Abschnitt 3.3gezeigt worden ist, folgenden Zusammenhang zwischen der Survivorfunk-tion und der �Ubergangsrate:G(t) = tY�=1 (1� r(�))Die Idee ist nun, zun�achst die �Ubergangsraten r(t) zu sch�atzen und danndaraus die SurvivorfunktionG(t) zu berechnen. Wenn es keine zensiertenBeobachtungen gibt, ist unmittelbar einsichtig, wie man die �Ubergangs-raten berechnen kann, n�amlich durchr(t) = E(t)R(t)



24 zensierte beobachtungen 4Dabei ist E(t) die Anzahl der Individuen, die in der Zeitstelle t denAusgangszustand der Episode verlassen; und R(t) ist die Anzahl derIndividuen, bei denen es in der Zeitstelle t noch m�oglich ist, da� sie denAusgangszustand verlassen, also die Anzahl derjenigen Individuen, dieden Ausgangszustand nicht schon vorher verlassen haben.Wenn es zensierte Beobachtungen gibt, kennen wir zwar weder E(t)noch R(t), jedoch zwei vergleichbare Gr�o�en. N�amlich E�(t), die Anzahlder Individuen, deren Verlassen des Ausgangszustands in der Zeitstelle twir beobachten k�onnen; und R�(t), die Anzahl der Individuen, bei denenein Verlassen des Ausgangszustands in t noch beobachtet werden k�onn-te, weil sie nicht schon vorher den Ausgangszustand verlassen und/oderrechts zensiert sind. Mithilfe dieser beobachteten Gr�o�en kann dann einebeobachtete �Ubergangsrater�(t) = E�(t)R�(t)und daraus schlie�lich durch Anwendung der Formel (die jetzt eine De-�nition ist)G�(t) = tY�=1 (1� r�(�))eine Survivorfunktion G�(t) berechnet werden. O�enbar is G�(t) einesinnvolle Sch�atzung f�ur G(t), wenn man voraussetzen kann, da� r(t)sinnvoll durch r�(t) gesch�atzt werden kann.Das gleiche Verfahren kann nat�urlich angewendet werden, wenn manannimmt, da� die beobachteten (zensierten und nicht zensierten) Ver-weildauern als exakte Zeitangaben auf einer kontinuierlichen Zeitachseinterpretiert werden k�onnen. Man erh�alt dann eine Treppenfunktion, diegenau in denjenigen Zeitpunkten Sprungstellen aufweist, in denen min-destens ein Ereignis statt�ndet.Aufgabe 4.3 Berechnen Sie f�ur die Daten in Box 4.1 die Survivorfunk-tion G�(t) mit dem Kaplan-Meier-Verfahren. Stellen Sie dann das Er-gebnis in einem Schaubild dar, das au�erdem die unteren und oberenSchranken, G`(t) und Ga(t), zeigt. Beachten Sie, da� r�(t) nur f�ur dieje-nigen Zeitstellen berechnet zu werden braucht, in denen mindestens einEreignis statt�ndet, also E�(t) 6= 0 ist.

4.4 mehrere folgezust�ande 254.4 Mehrere Folgezust�andeDas Kaplan-Meier-Verfahren l�a�t sich auch dann verwenden, wenn dieEpisoden in zwei oder mehr m�oglichen Folgezust�anden enden k�onnen.Es werden dann Sub-Survivorfunktionen gesch�atzt, alsoG�d(t) = tY�=1 (1� r�d(�))wobei d 2 ~D. Die zielzustandsspezi�schen �Ubergangsraten k�onnen durchr�d(t) = E�d(t)R�(t)gesch�atzt werden, wobei jetzt E�d(t) die Anzahl der Individuen ist, beidenen in der Zeitstelle t ein �Ubergang in den Folgezustand d festgestelltwerden kann. Man beachte, da� in diesem Fall der multiplikative Zusam-menhangG�(t) � Yd2 ~D G�d(t)nur n�aherungsweise gilt.4.5 Selbst-KonsistenzDas Kaplan-Meier-Verfahren kann auch mit der Idee einer Selbst-Kon-sistenz begr�undet werden, die wir kurz diskutieren wollen. Die Idee istnicht auf rechts zensierte Daten beschr�ankt, sondern allgemeiner, undwir besprechen sie deshalb zun�achst f�ur eine beliebige diskrete VariableX : 
 �! ~XWenn uns f�ur alle Mitglieder von 
 genaue Beobachtungen vorliegen,kann nat�urlich ohne weiteres die VerteilungsfunktionP(X = x) f�ur alle x 2 ~Xberechnet werden (vgl. Abschnitt 2.4). Jetzt nehmen wir jedoch an, da�wir die genauen Werte nicht kennen, sondern f�ur jedes ! 2 
 nur eineTeilmenge von ~X , in der der Variablenwert X(!) liegt. Um den Gedan-kengang einfacher darstellen zu k�onnen, stellen wir uns vor, da� es f�ur



26 zensierte beobachtungen 4die Mitglieder von 
 Nummern, i = 1; : : : ; n, gibt. Die beobachtetenWerte der Variablen seien durch Merkmalsmengen~xi � ~Xgegeben. Dann k�onnen wir zwar die Verteilungsfunktion P nicht genauberechnen; wir k�onnen jedoch zun�achst untere und obere Grenzen ermit-teln. In einem ersten Schritt de�nieren wir:pmin(~xi; ~x) := � 1 wenn ~xi � ~x0 andernfallspmax(~xi; ~x) := � 0 wenn ~xi \ ~x = ;1 andernfallswobei ~x eine beliebige Teilmenge von ~X sein kann. Dann ergeben sichuntere und obere Grenzen f�ur P durch die De�nitionen:P`(~x) := 1n nXi=1 pmin(~xi; ~x)Pa(~x) := 1n nXi=1 pmax(~xi; ~x)Wie man sich leicht �uberlegen kann, giltP`(~x) � P(~x) � Pa(~x)Die Frage ist nun, wie man sinnvoll eine "mittlere\ Verteilungsfunktionde�nieren kann, die zwischen den beiden Grenzen liegt; denn die Vertei-lung P kennt man nicht, und man kann sie (ohne weitere Annahmen)auch nicht aus den Daten sch�atzen. Eine �Uberlegung w�are die folgende.Man nimmt an, da� das Individuum i an der Merkmalsmenge ~x in demMa�e partizipiert, wie sich ~xi und ~x �uberschneiden. Diese Idee f�uhrt zufolgender De�nition einer Verteilungsfunktion:�P(~x) := 1n nXi=1 j ~xi \ ~x jj ~xi jWir nennen sie mittlere Verteilungsfunktion. Dies ist jedoch ein Spezi-alfall einer allgemeineren Idee. Wenn wir uns n�amlich auf eine beliebige
4.5 selbst-konsistenz 27Verteilungsfunktion ~P beziehen, erscheint es sinnvoll zu sagen, da� dasIndividuum i an ~x entsprechend der Gr�o�e von~P(~xi \ ~x)~P(~xi)partizipiert. Die mittlere Verteilungsfunktion resultiert dann als ein Spe-zialfall, wenn man n�amlich f�ur ~P eine Gleichverteilung annimmt.Ein zweiter Ansatz ergibt sich durch die Idee der Selbst-Konsistenz.Die Idee ist, nach einer Verteilung ~P zu suchen, so da� die folgendeFunktionalgleichung erf�ullt ist:~P(~x) := 1n nXi=1 ~P(~xi \ ~x)~P(~xi) (4.5.1)Eine L�osung kann meistens mit einem iterativen Verfahren gefunden wer-den: Man beginnt mit einer beliebigen, z.B. der mittleren Verteilungs-funktion; dann wendet man die Formel an, um daraus eine neue Vertei-lungsfunktion zu berechnen; dann wiederholt man die Berechnung mitder neuen Verteilungsfunktion, usw., bis sich keine wesentlichen �Ande-rungen mehr ergeben. Wenn man eine L�osung gefunden hat, wird sie alsselbst-konstistente Verteilung bezeichnet.Aufgabe 4.4 Berechnen Sie mit den Daten~x1 = f1g; ~x2 = f2g; ~x3 = f3g; ~x4 = f1; 2g; ~x5 = f2; 3gdie Verteilungen P`, Pa, �P und ~P.Aufgabe 4.5 Man kann zeigen, da� das Kaplan-Meier-Verfahren eineselbst-konsistente Verteilung erzeugt. �Uberlegen Sie sich, wie mit dembeschriebenen Verfahren eine selbst-konsistente Verteilungs- oder Survi-vorfunktion f�ur den Datensatz 4.1 berechnet werden kann.



28 zensierte beobachtungen 4 Kapitel 5Regressionsmodelle f�ur Zust�andeIn den weiteren Kapiteln besch�aftigen wir uns mit statistischen Model-len f�ur die Analyse von Abh�angigkeiten zwischen Variablen. Um denAusgangspunkt zu �xieren, erinnern wir uns an die beiden Formen, diewir zur Repr�asentation von Verlaufsdaten eingef�uhrt haben. Einerseitshaben wir Folgen von Zustandsvariablen betrachtet: Yt, wobei der Indext sich auf einer diskreten Zeitachse bewegen kann. Andererseits habenwir uns auf einzelne Episoden bezogen und diese durch eine zweidimen-sionale Variable (T;D) repr�asentiert. Beide Varianten k�onnen als Aus-gangspunkt f�ur Modellkonstruktionen dienen. In diesem Kapitel gehenwir von der ersten Variante aus.5.1 Der ModellansatzWir beziehen uns auf eine Proze�zeitachse t = 0; 1; 2; : : : und nehmenan, da� eine Folge von ZustandsvariablenYt : 
 �! ~Ygegeben ist. ~Y ist der Zustandsraum, der zwei oder mehr unterschiedlicheZust�ande enthalten kann. Wenn sich der Proze� bis zu einem Zeitpunktt entwickelt hat, wird er statistisch durch die VerteilungP(Yt = yt; Yt�1 = yt�1; : : : ; Y0 = y0)erfa�t. Dabei sind y0; : : : ; yt m�ogliche Zust�ande im Zustandsraum ~Y .Ein Modell soll es erlauben, �uber Abh�angigkeiten zwischen den Zu-standsvariablen nachzudenken zu k�onnen. Um unseren Modellansatz ein-fach zu schreiben, verwenden wir folgende Abk�urzung:�Yt := (Yt; Yt�1; : : : ; Y0)und nennen dies eine Proze�variable. Auf m�ogliche Werte wird durchentsprechende Kleinbuchstaben, also�yt := (yt; yt�1; : : : ; y0)



30 regressionsmodelle f�ur zust�ande 5verwiesen; es handelt sich um m�ogliche Zustandsfolgen. Der Ausgangs-punkt f�ur die Modellbildung kann dann durchP( �Yt = �yt)�xiert werden. Um Abh�angigkeiten zwischen den Zustandsvariablen zuerfassen, werden bedingte Verteilungen verwendet. Dabei nehmen wiran, da� die Ausgangsverteilung, also die Verteilung von Y0, vorgegebenist und sich der Proze� dann sequentiell entwickelt; in symbolischer No-tation:Y0Y1 j Y0Y2 j Y0; Y1...Yt j Y0; Y1; : : : ; Yt�1Durch sukzessive Anwendung der Regel zur Bildung von bedingten Ver-teilungen erh�alt man dann:P( �Yt = �yt) = tY�=1 P(Y� = y� j �Y��1 = �y��1) P(Y0 = y0) (5.1.1)5.2 Spekulation und EmpirieDer allgemeine Modellansatz (5.1.1) kann in zwei unterschiedlichen Wei-sen als Ausgangspunkt f�ur weitere �Uberlegungen dienen. Er kann einer-seits als Ausgangspunkt f�ur spekulative �Uberlegungen zur Proze�ent-wicklung, andererseits als ein formaler Rahmen f�ur die Repr�asentationvon Daten �uber die Proze�entwicklung verwendet werden. Um mit demModellansatz etwas vertrauter zu werden, beginnen wir mit spekulativen�Uberlegungen.Da wir annehmen, da� die Verteilung von Y0 vorgegeben ist, konzen-triert sich die Spekulation auf Annahmen �uberP(Y� = y� j �Y��1 = �y��1)Eine einfache Annahme k�onnte zum Beispiel darin bestehen, da� es nurein einstu�ges Ged�achtnis gibt:P(Y� = y� j �Y��1 = �y��1) = P(Y� = y� jY��1 = y��1)
5.3 modelle f�ur zwei zust�ande 31Hier wird also angenommen, da� der Zustand, der in einer Zeitstelleeingenommen wird, nur davon abh�angt, welcher Zustand in der vorange-gangenen Zeitstelle angenommen worden ist. Etwas komplizierter w�areein zweistu�ges Ged�achtnis, das man durch die AnnahmeP(Y� = y� j �Y��1 = �y��1) =P(Y� = y� jY��1 = y��1; Y��2 = y��2)ausdr�ucken kann.Aufgabe 5.1 Betrachten Sie einen Proze� mit einem einstu�gen Ge-d�achtnis. Der Zustandsraum sei ~Y = f0; 1g, zum Proze�beginn be�ndensich alle Individuen im Zustand 0, und die �Ubergangswahrscheinlichkei-ten werden durchP(Y� = 1 jY��1 = 0) = 1=2P(Y� = 1 jY��1 = 1) = 1=3angenommen. Konstruieren Sie mithilfe eines W�urfels 10 Realisationendieses Prozesses, f�ur t = 0; : : : ; 8, und stellen Sie in einer Tabelle dar,wie sich die Zustandsverteilung im Zeitablauf entwickelt.Aufgabe 5.2 Nehmen Sie an, da� es 5 unterschiedliche Zust�ande gibt.Wieviele �Ubergangswahrscheinlichkeiten sind erforderlich, um einen Pro-ze� mit einem zweistu�gen Ged�achtnis vollst�andig darzustellen?5.3 Modelle f�ur zwei Zust�andeWir betrachten Prozesse, bei denen es nur zwei unterschiedliche Zust�andegibt, also ~Y = f0; 1g. Au�erdem nehmen wir an, da� es nur ein einstu�gesGed�achtnis gibt. Wenn man keine weiteren Einschr�ankungen vornimmt,m�ussen f�ur jede Zeitstelle zwei Parameter ermittelt werden:P(Yt = 1 jYt�1 = 0) = �10;tP(Yt = 1 jYt�1 = 1) = �11;tDie Gr�o�en �10;t und �11;t nennen wir Parameter des Prozesses . Imallgemeinen mu� angenommen werden, da� sich diese Proze�parameterw�ahrend der Entwicklung des Prozesses ver�andern k�onnen. Eine radikalvereinfachende, aber auch problematische Annahme ist, da� die Proze�-parameter zeitkonstant sind; man spricht dann von einem station�aren



32 regressionsmodelle f�ur zust�ande 5Proze� . Der Modellansatz ist dannP(Yt = 1 jYt�1 = 0) = �10P(Yt = 1 jYt�1 = 1) = �11Aufgabe 5.3 Verwenden Sie die Daten aus Box 2.1. Berechnen Siezun�achst die zeitstellenspezi�schen Proze�parameter�ij;t f�ur i; j 2 f0; 1g; t = 2; : : : ; 6Nehmen Sie dann an, da� die Daten aus einem station�aren Proze� stam-men und berechnen Sie die zeitkonstanten Proze�parameter�ij f�ur i; j 2 f0; 1g5.4 Modelle mit KovariablenBisher haben wir nur eine Proze�variable, Yt, betrachtet, und die Modell-bildung bezog sich darauf, herauszu�nden, wie der jeweils gegenw�artigeZustand von vorangegangenen Zust�anden abh�angt. Bei praktischen An-wendungen ist man oft daran interessiert, noch weitere Variablen, sog.Kovariablen, zu ber�ucksichtigen. Zwei Arten von Kovariablen k�onnendabei unterschieden werden:� Zeitunabh�angige Kovariablen, deren Werte zu Beginn des Prozessesfeststehen und sich w�ahrend des Prozesses nicht �andern k�onnen; und� Zeitabh�angige Kovariablen, deren Werte sich w�ahrend des Prozessesver�andern k�onnen.O�enbar k�onnen zeitunabh�angige Kovariablen als ein Spezialfall zeitab-h�angiger Kovariablen betrachtet werden. Wir betrachten deshalb im fol-genden nur zeitabh�angige Kovariablen. Einen sinnvollen Begri�srahmenliefert dann die Vorstellung paralleler Prozesse. Den prim�ar interessie-renden Proze� repr�asentieren wir wie bisher durch die ZustandsvariablenYt, den parallelen Kovariablenproze� durch eine Folge von KovariablenXt; in expliziter Schreibweise:(Xt; Yt) : 
 �! ~X � ~YWie bisher nehmen wir an, da� Yt eine diskrete eindimensionale Zu-standsvariable ist. Bei Xt kann es sich um eine mehrdimensionale Varia-ble handeln, z.B. um eine m-dimensionale VariableXt = (Xt1; : : : ; Xtm)

5.4 modelle mit kovariablen 33Box 5.1 Datensatz 5ID t = 0 1 2 3 4 5 6-----------------------------1 Y 0 0 0 1 1 0 0X1 0 0 0 0 0 0 0X2 20 21 22 23 24 25 262 Y 1 1 0 0 0 1 1X1 0 0 0 0 0 0 0X2 22 23 24 25 26 27 283 Y 1 1 1 0 0 0 0X1 0 0 0 0 0 0 0X2 21 22 23 24 25 26 274 Y 0 0 0 0 1 1 1X1 1 1 1 1 1 1 1X2 20 21 22 23 24 25 265 Y 0 0 1 1 1 0 0X1 1 1 1 1 1 1 1X2 22 23 24 25 26 27 286 Y 1 1 1 0 0 1 1X1 1 1 1 1 1 1 1X2 21 22 23 24 25 26 27Zur Vereinfachung werden wir jedoch annehmen, da� auch Xt eine dis-krete Variable ist.Die Idee ist nun, da� der Zustand in einer Zeitstelle t nicht nurvon Zust�anden abh�angen kann, die in vorangehenden Zeitstellen einge-nommen worden sind, sondern auch von den bisher realisierten Wertender Kovariablen. F�ur die Modellbildung nehmen wir an, da� die Werteder Kovariablen ihrerseits nicht von den bisher realisierten Werten derProze�variablen Yt abh�angig sind.1 Der allgemeine Modellansatz (5.1.1)kann dann folgenderma�en erweitert werden:P( �Yt = �yt) = (5.4.1)tY�=1 P(Y� = y� j �Y��1 = �y��1; �X��1 = �x��1)P(Y0 = y0; X0 = x0)Wiederum kann dieser Modellansatz auf vielf�altige Weisen vereinfachtwerden. Denkt man an die Idee eines Prozesses mit einem einstu�gen1Die Kovariablen werden dann exogen genannt. Wenn diese Annahme nicht erf�ulltist, spricht man gelegentlich von interdependenten Prozessen. Damit werden wir unsin dieser Einf�uhrung jedoch nicht n�aher besch�aftigen.



34 regressionsmodelle f�ur zust�ande 5Ged�achtnis, kann man das zum Beispiel auch f�ur die Kovariablen anneh-men und erh�alt dann den ModellansatzP(Y� = y� j �Y��1 = �y��1; �X��1 = �x��1) =P(Y� = y� jY��1 = y��1; X��1 = x��1)Als Beispiel betrachten wir den Datensatz 5 in Box 5.1. Er enth�alt An-gaben �uber die Entwicklung von Zust�anden bei 6 Personen. Es gibt zweim�ogliche Zust�ande, ~Y = f0; 1g, und zwei Kovariablen. Die KovariableX1ist zeitunabh�angig, z.B. das Geschlecht der Personen (0 = M�anner, 1 =Frauen); die KovariableX2 ist zeitabh�angig, z.B. das Alter der Personen.5.5 Bin�are LogitmodelleZur Modellierung von Prozessen mit Kovariablen werden in der Praxisoft Logitmodelle verwendet, die rechentechnisch verh�altnism�a�ig einfachhandhabbar sind. Wir besprechen hier diese Modelle f�ur Prozesse, beidenen es nur zwei m�ogliche Zust�ande gibt, also ~Y = f0; 1g. Verzichtetman zun�achst auf die Annahme, da� es sich um einen station�aren Proze�handelt, ist der Modellansatz:P(Yt = 1 jYt�1 = 0; Xt�1 = xt�1) = exp(�10;t + xt�1�10;t)1 + exp(�10;t + xt�1�10;t)P(Yt = 1 jYt�1 = 1; Xt�1 = xt�1) = exp(�11;t + xt�1�11;t)1 + exp(�11;t + xt�1�11;t)Nimmt man an, da� es sich um einen station�aren Proze� handelt, entf�alltauf den rechten Seiten der Zeitindex bei den Modellparametern. Dasin Abschnitt 5.3 behandelte Modell ohne Kovariablen ist o�enbar einSpezialfall dieses Logitmodells.Leider k�onnen die Parameter eines Logitmodels im allgemeinen nichtmit einfachen Rechenverfahren aus Daten berechnet werden. Wir wer-den uns im n�achsten Abschnitt mit einem Sch�atzverfahren besch�aftigen.Zuvor behandeln wir einige Aufgaben, um mit dem Modellansatz etwasvertrauter zu werden.Aufgabe 5.4 Zeichnen Sie den Verlauf der Logitfunktionz = exp(x)1 + exp(x)im Bereich �3 � x � 3.

5.6 maximum-likelihood-sch�atzung 35Aufgabe 5.5 Unter Verwendung der Notation aus Aufgabe 5.4, ent-wickeln Sie die Umkehrfunktion, die zeigt, wie x von z abh�angt. Berech-nen Sie die x-Werte, die den z-Werten 0.5, 0.6 und 0.7 entsprechen.Aufgabe 5.6 Formulieren Sie ein Logitmodell f�ur die Daten aus Box5.1 unter der Annahme, da� es sich um Daten aus einem station�arenProze� handelt. �Uberlegen Sie sich insbesondere, welche Modellparame-ter berechnet werden m�u�ten.5.6 Maximum-Likelihood-Sch�atzungIn diesem Abschnitt besprechen wir, wie die Parameter eines bin�aren Lo-gitmodells mit der ML-Methode berechnet werden k�onnen. Wenn ange-nommen wird, da� es sich um einen station�aren Proze� handelt, m�ussenvier Parameter berechnet werden:�10; �10; �11; �11Die Daten seien in der Form(xit; yit) f�ur i = 1; : : : ; N; t = 0; : : : ; Tgegeben. Dann folgt aus dem Modellansatz:P(Yt = yi;t jYt�1 = yi;t�1; Xt�1 = xi;t�1) =8>>>>><>>>>>: exp(�10+xi;t�1�10)1+exp(�10+xi;t�1�10) wenn yi;t = 1; yi;t�1 = 011+exp(�10+xi;t�1�10) wenn yi;t = 0; yi;t�1 = 0exp(�11+xi;t�1�11)1+exp(�11+xi;t�1�11) wenn yi;t = 1; yi;t�1 = 111+exp(�11+xi;t�1�11) wenn yi;t = 0; yi;t�1 = 1Das kann man in einer Formel folgenderma�en ausdr�ucken:P(Yt = yi;t jYt�1 = yi;t�1; Xt�1 = xi;t�1) =� exp(�10 + xi;t�1�10)yit1 + exp(�10 + xi;t�1�10)�1�yi;t�1 � exp(�11 + xi;t�1�11)yit1 + exp(�11 + xi;t�1�11)�yi;t�1Betrachtet man diesen Ausdruck als eine Funktion der Modellparameter,wird er als Likelihood der Beobachtung i in der Zeitstelle t bezeichnet.Die ML-Methode besteht nun darin, diese Likelihood f�ur alle Beobach-tungen und Zeitstellen zusammenzufassen und dann als eine Funktion



36 regressionsmodelle f�ur zust�ande 5der Modellparameter zu maximieren. Die Likelihoodfunktion sieht alsofolgenderma�en aus:L(�10; �10; �11; �11) = NYi=1 TYt=1 � exp(�10 + xi;t�1�10)yit1 + exp(�10 + xi;t�1�10)�1�yi;t�1� exp(�11 + xi;t�1�11)yit1 + exp(�11 + xi;t�1�11)�yi;t�1Aus der Maximierung dieser Likelihoodfunktion ergeben sich die ML-Sch�atzwerte der Modellparameter, die mit^�10; ^�10; ^�11; ^�11bezeichnet werden.Aufgabe 5.7 F�ur die praktische Berechnung verwendet man meistensdie Log-Likelihoodfunktion, also`(�10; �10; �11; �11) = log �L(�10; �10; �11; �11)�Berechnen Sie die Log-Likelihoodfuntion f�ur die oben angegebene Like-lihoodfunktion.Aufgabe 5.8 Berechnen Sie den Wert der in Aufgabe 5.7 gefundenenLog-Likelihoodfunktion f�ur den Datensatz in Box 5.1 und f�ur die Para-meterwerte�10 = �10 = �11 = �11 = 0Aufgabe 5.9 Die ML-Sch�atzwerte der Modellparameter ergeben sichaus der Maximierung der Log-Likelihoodfunktion. Eine L�osung kannmithilfe eines Statistik-Programms berechnet werden, das in der Lageist, Logitmodelle zu sch�atzen.2 Zun�achst erkennt man, da� sich die Li-kelihoodfunktion in zwei Faktoren separieren l�a�t, die unabh�angig von-einander maximiert werden k�onnen. �Uberlegen Sie sich, wie dementspre-chend der Datensatz aus Box 5.1 reorganisiert und aufgeteilt werdenkann (einen Hinweis gibt Box 5.2). �Uberlegen Sie sich dann, wie dieModellparameter mit einem Programm berechnet werden k�onnen, daseinfache Logitmodelle f�ur eine bin�are abh�angige Variable sch�atzen kann.2Wie man das praktisch machen kann, wird im Rahmen der praktischen �Ubungenim Anhang besprochen.

5.6 maximum-likelihood-sch�atzung 37Box 5.2 Datensatz 5aID t Y(t) Y(t-1) X1(t-1) X2(t-1)--------------------------------------1 1 0 0 0 201 2 0 0 0 211 3 1 0 0 221 4 1 1 0 231 5 0 1 0 241 6 0 0 0 252 1 1 1 0 222 2 0 1 0 232 3 0 0 0 242 4 0 0 0 252 5 1 0 0 262 6 1 1 0 273 1 1 1 1 213 2 1 1 1 223 3 1 0 1 233 4 0 0 1 243 5 0 0 1 253 6 0 0 1 264 1 0 0 1 204 2 0 0 1 214 3 0 0 1 224 4 1 0 1 234 5 1 1 1 244 6 1 1 1 255 1 0 0 1 225 2 1 0 1 235 3 1 1 1 245 4 1 1 1 255 5 0 1 1 265 6 0 0 1 276 1 1 1 1 216 2 1 1 1 226 3 0 1 1 236 4 0 0 1 246 5 1 0 1 256 6 1 1 1 26Aufgabe 5.10 Verwendet man f�ur die Variable X das Alter (X2 in Box5.1), erh�alt man folgende ML-Sch�atzwerte der Modellparameter:^�10 = �3:14; ^�10 = 0:10; ^�11 = 4:91; ^�11 = �0:16Das f�ur diese Berechnungen verwendete Computerprogramm (TDA) gibtals Wert der maximierten Log-Likelihoodfunktion die Werte -12.14 (f�ur



38 regressionsmodelle f�ur zust�ande 5die erste Modellh�alfte, Yt�1 = 0) und -8.88 (f�ur die zweite Modellh�alfte,Yt�1 = 1) an. Berechnen Sie den Wert der Log-Likelihoodfunktion f�urdas Gesamtmodell.Aufgabe 5.11 Unter Verwendung der in Aufgabe 5.10 angegebenenSch�atzwerte f�ur die Modellparameter: Erstellen Sie eine Tabelle, die f�urdie Alterswerte X = 20; : : : ; 26 und die Werte Yt�1 = 0; 1 die gesch�atz-ten WahrscheinlichkeitenP(Yt = 0 jYt�1 = � � � ; X = � � � ) undP(Yt = 1 jYt�1 = � � � ; X = � � � )angibt.

Kapitel 6Modelle f�ur VerweildauernEntsprechend der zu Beginn des vorangegangenen Kapitels getro�enenUnterscheidung beziehen wir uns f�ur die weitere Diskussion statistischerModelle auf einzelne Episoden. Ausgangspunkt ist also die Repr�asen-tation einer einzelnen Episode durch eine zweidimensionale statistischeVariable(T;D) wobei T 2 ~T ; D 2 ~D~D ist die Menge der m�oglichen Folgezust�ande der Episode, ~T ist dieZeitachse. F�ur die Zeitachse kann man entweder eine diskrete oder einekontinuierliche numerische Repr�asentation w�ahlen. Wir verwenden imfolgenden eine kontinuierliche Repr�asentation, da die meisten in der Li-teratur diskutierten und praktisch verwendeten Modelle von dieser Kon-vention ausgehen. Wir identi�zieren ~T also mit den nichtnegativen reel-len Zahlen.Statistische Modelle k�onnen sowohl spekulativen als auch repr�asen-tativen Zwecken dienen. Im ersten Fall geht es darum, Vorstellungendar�uber zu bilden, wie Episoden ablaufen k�onnten. Damit besch�aftigenwir uns in diesem Kapitel. Wie schon in fr�uheren Kapiteln k�onnen wirzwei Situationen unterscheiden: Erstens eine Betrachtungsweise, bei derEpisoden nur in einem m�oglichen Folgezustand enden k�onnen; es gen�ugtdann, die Episode durch eine Verweildauervariable (T ) zu erfassen. Zwei-tens eine Betrachtungsweise, bei der es zwei oder mehr m�ogliche Folge-zust�ande gibt; dann mu� von der zweidimensionalen Variablen (T;D)ausgegangen werden.6.1 Zeitkonstante RatenBeginnen wir mit einer Episode, f�ur die es nur einen m�oglichen Folgezu-stand gibt. Es gen�ugt dann, die Verweildauervariable T zu betrachten,und ein statistisches Modell besteht darin, Annahmen �uber die Vertei-lung dieser Variablen zu machen. Wie wir uns schon �uberlegt haben, gibtes zur Charakterisierung dieser Verteilung vier �aquivalente Konzepte: dieVerteilungsfunktion F (t), die Survivorfunktion G(t), die Dichtefunktion



40 modelle f�ur verweildauern 6f(t) und die Rate r(t). Um Annahmen �uber die Verteilung von T zu for-mulieren, kann man also wahlweise einen dieser vier Begri�e verwendenund die jeweils �ubrigen daraus berechnen.Um inhaltliche Vorstellungen �uber den Ablauf einer Episode zu bil-den, ist es oft hilfreich, vom Begri� der Rate auszugehen. Die allerein-fachste Vorstellung besteht darin, von einer zeitkonstanten Rate auszu-gehen. Diese Annahme kann so formuliert werden:r(t) = �wobei � ein Modellparameter ist, der in einem vorgegebenen Parameter-raum variieren kann. Wir bezeichnen den Parameterraum mit �; und daRaten keine negativen Werte annehmen k�onnen, k�onnen wir � mit dennichtnegativen reellen Zahlen identi�zieren.Ein Verteilungsmodell, das auf der Annahme einer zeitkonstantenRate beruht, wird Exponentialmodell genannt. Man spricht von einerExponentialverteilung mit dem Parameter �.Die Survivorfunktion f�ur eine Exponentialverteilung ergibt sich ausunserer Basisformel f�ur den Zusammenhang zwischen Rate und Survi-vorfunktion in folgender Weise:G(t) = exp�� Z t0 r(�) d�� = exp(��t)Aufgabe 6.1 Berechnen Sie die Verteilungs- und Dichtefunktionen f�ureine Exponentialverteilung mit dem Parameter �.Aufgabe 6.2 Zeichnen Sie den Verlauf der Survivor- und Dichtefunk-tionen f�ur eine Standard-Exponentialverteilung, d.h. f�ur eine Exponen-tialverteilung mit dem Parameter � = 1.6.2 Weibull-VerteilungInteressanter als die Exponentialverteilung sind Verteilungen, bei denensich die Rate im Zeitablauf ver�andern kann. Eine in Anwendungen oftverwendete Verteilung ist dieWeibull-Verteilung , bei der die Rate mono-ton steigen oder fallen kann. Die Weibull-Verteilung hat zwei Parameter,die Survivorfunktion sieht folgenderma�en aus:G(t) = expf�(�t)�g

6.3 loglogistische verteilung 41� und � sind die Verteilungsparameter, und es wird vorausgesetzt, da�beide Parameter nur positive Werte annehmen k�onnen.Aus der Survivorfunktion erh�alt man durch Di�erenzieren die Dich-tefunktionf(t) = ���t��1 expf�(�t)�gund daraus die Rater(t) = ���t��1Aufgabe 6.3 Zeigen Sie schrittweise, wie sich die Dichtefunktion unddie Rate aus der Survivorfunktion der Weibull-Verteilung berechnen las-sen.Aufgabe 6.4 F�ur welche Parameterwerte der Weibull-Verteilung erh�altman die Exponentialverteilung als einen Spezialfall?Aufgabe 6.5 Zeichnen Sie den Verlauf der Rate derWeilbull-Verteilungauf einer Zeitachse von 0 bis 3, und zwar f�ur die Parameterwerte � = 1und � = 0:5; 1:0; 1:5.6.3 Loglogistische VerteilungDie Exponentialverteilung kann nur zeitkonstante, die Weibull-Vertei-lung nur monotone Ratenverl�aufe ausdr�ucken. F�ur nichtmonotone Ra-tenverl�aufe eignet sich manchmal die sog. loglogistische Verteilung . Siehat, wie die Weibull-Verteilung, zwei Parameter, � und �, die nur positi-ve Werte annehmen k�onnen. Die Survivorfunktion sieht folgenderma�enaus:G(t) = 11 + (�t)�Daraus erh�alt man durch Di�erenzieren die Dichtefunktionf(t) = ���t��1(1 + (�t)�)2und schlie�lich die Rater(t) = ���t��11 + (�t)�



42 modelle f�ur verweildauern 6Aufgabe 6.6 Zeigen Sie schrittweise, wie sich die Dichtefunktion unddie Rate aus der Survivorfunktion der loglogistischen Verteilung berech-nen lassen.Aufgabe 6.7 Zeigen Sie, da� die Exponentialverteilung kein Spezialfallder loglogistischen Verteilung ist.Aufgabe 6.8 Zeichnen Sie den Verlauf der Rate der loglogistischen Ver-teilung auf einer Zeitachse von 0 bis 3, und zwar f�ur die Parameterwerte� = 1 und � = 1, � = 2.Aufgabe 6.9 Zeigen Sie, da� die Rate der loglogistischen Verteilung(wenn sie konkav ist) ihr Maximum in der Zeitstelletmax = 1� (� � 1) 1�annimmt. F�ur welche Parameterwerte ist der Verlauf der Rate konkav?Welchen Wert nimmt die Rate in ihrem Maximum an?6.4 Lognormal-VerteilungBei Regressionsmodellen wird oft eine Normalverteilung unterstellt. Daunsere Verweildauervariable T nur positive Werte annehmen kann, liegtes nahe, ihren Logarithmus zu betrachten und daf�ur eine Normalvertei-lung zu unterstellen. Allgemein sagt man: eine Variable ist lognormalverteilt, wenn ihr Logarithmus normalverteilt ist.1Um diesen Gedanken zu verfolgen, betrachten wir zun�achst ein all-gemeineres Problem. Es sei X eine kontinuierliche Variable mit der Ver-teilungsfunktion FX(x) und der Dichtefunktion fX(x). Au�erdem sei geine beliebige monoton steigende Funktion. Wir k�onnen dann eine neueVariableY = g(X)bilden. Die Frage ist, wie man die Verteilungs- und Dichtefunktionenvon Y , also FY (y) und fY (y), aus den entsprechenden Funktionen f�urX berechnen kann; oder umgekehrt, wie man die Verteilung von X ausder Verteilung von Y �nden kann. Da die Transformationsfunktion gmonoton ist, kann man nat�urlich auchX = g�1(Y )1Wir verwenden hier stets den nat�urlichen Logarithmus, also die Umkehrfunktionzur Exponentialfunktion.

6.4 lognormal-verteilung 43betrachten, insofern ist das Problem symmetrisch. Zur Beantwortung derFragen gibt es zun�achst folgende Beziehung zwischen den Verteilungs-funktionen:FX (x) = P(X � x) = P(Y � g(x)) = FY (g(x))Beziehungen zwischen den Dichtefunktionen ergeben sich aus Ableitun-gen der Verteilungsfunktionen. Man �ndetfX(x) = dFX (u)du ���u=x = dFY (g(u))du ���u=x = fY (g(x))g0(x)wobei g0(x) die Ableitung der Transformationsfunktion g bezeichnet.Wenden wir jetzt diese �Uberlegung auf eine Situation an, in der dieVariable Y normalverteilt und der Zusammenhang zwischen T , unsererVerweildauervariablen, und Y durch die TransformationY = log(T )de�niert ist. F�ur die Dichtefunktion von Y haben wir alsofY (y) = 1p2�� exp(�12 �y � �� �2)Wenden wir jetzt die oben abgeleitete Transformationsformel an, erhal-ten wir f�ur die Dichtefunktion von T , die wir jetzt wieder mit f(t) be-zeichnen, den Ausdruckf(t) = 1p2��t exp(�12 � log(t)� �� �2)Dies ist die Dichtefunktion der Lognormal-Verteilung mit den Paramtern� und �. Dabei kann � beliebige, � nur positive Werte annehmen.Ein Nachteil dieser Verteilung ist, da� es f�ur die Verteilungsfunktionund infolgedessen f�ur die Rate keinen geschlossenen, einfach berechen-baren Ausdruck gibt. Die Lognormal-Verteilung ist trotzdem wichtig,weil sie es erlaubt, einen Zusammenhang zwischen Ratenmodellen und�ublichen Regressionsmodellen herzustellen.Aufgabe 6.10 Zeichnen Sie den Verlauf der Dichtefunktion der Log-normal-Verteilung auf einer Zeitachse von 0 bis 3, und zwar f�ur die Pa-rameterwerte � = 0 und � = 1.



44 modelle f�ur verweildauern 66.5 Mehrere Zielzust�andeBisher haben wir Episoden betrachtet, bei denen es nur einen m�oglichenFolgezustand gibt. Wenn es zwei oder mehr m�ogliche Folgezust�ande gibt,mu� die zweidimensionale Variable (T;D) betrachtet werden. Wie wiruns schon �uberlegt haben, kann ihre Verteilung durch zielzustandsspezi-�sche Raten charakterisiert werden:rd(t) f�ur d 2 ~DUm zu Verteilungsmodellen zu gelangen, kann man also die in den vor-angegangenen Abschnitten diskutierten Annahmen �uber Raten einfachauf die zielzustandsspezi�schen Raten �ubertragen. Dabei hat man dieM�oglichkeit, f�ur alle Raten das gleiche Verteilungsmodell, aber mit je-weils unterschiedlichen Verteilungsparametern, zu verwenden; man kannaber auch f�ur jede zielzustandsspezi�sche Rate ein eigenes Verteilungs-modell annehmen.Im einfachsten Fall k�onnte man zum Beispiel f�ur alle zielzustands-spezi�schen Raten zeitkonstante Werte annehmen, alsord(t) = �t6.6 MischungenMischungsmodelle ergeben sich, wenn man annimmt, da� die Gesamtheit
 aus zwei oder mehr Teilgesamtheiten besteht, bei denen es jeweils un-terschiedliche Ratenverl�aufe gibt. Nehmen wir an, da� es m Teilgesamt-heiten gibt. Zum Zeitpunkt t = 0 sei der Anteil der j.ten Teilgesamtheitdurch �j gegeben, alsomXj=1 �j = 1rj(t) sei die Rate, fj(t) die Dichtefunktion und Gj(t) die Survivorfunk-tion f�ur die j.te Teilgesamtheit. Der Anteil der j.ten Teilgesamtheit ent-wickelt sich dann im Zeitablauf entsprechend�jGj(t). mXk=1 �kGk(t)

6.6 mischungen 45wobeiG(t) = mXj=1 �jGj(t)die Survivorfunktion in der Gesamtheit ist. Daraus �ndet man die Dich-tefunktionf(t) = �dG(t)dt = mXj=1 �j ��dGj(t)dt � = mXj=1 �jfj(t)Schlie�lich �ndet man f�ur die durchschnittliche Rate in der Gesamtheitden Ausdruckr(t) = Pmj=1 �jfj(t)Pmj=1 �jGj(t)Aufgabe 6.11 Nehmen Sie an, da� es zwei Teilgesamtheiten gibt und�1 = �2 = 0:5 ist. Nehmen Sie au�erdem an, da� es in der ersten Teil-gesamtheit eine konstante Rate r1(t) = 1, in der zweiten Teilgesamtheiteine konstante Rate r2(t) = 2 gibt. Berechnen Sie die Entwicklung derdurchschnittlichen Rate im Zeitablauf und zeigen Sie, da� diese Rateimmer kleiner wird.



46 modelle f�ur verweildauern 6 Kapitel 7Ratenmodelle mit KovariablenIn diesem Kapitel werden Ratenmodelle mit zeitunabh�angigen Kovaria-blen behandelt. Wie im vorangegangenen Kapitel beziehen wir uns aufEpisoden, die wir durch eine zweidimensionale Variable (T;D) repr�asen-tieren. Allerdings m�ussen wir jetzt ber�ucksichtigen, da� es noch Kova-riablen gibt. Als Ausgangspunkt haben wir also eine Variable (T;D;X),wobei X die Kovariable(n) bezeichnet. Im allgemeinen kann es sich beiX um eine ein- oder mehrdimensionale Variable handeln. Zun�achst be-handeln wir Modelle f�ur Episoden, bei denen es nur einen m�oglichenFolgezustand gibt; Modelle f�ur Episoden mit mehreren Folgezust�andenwerden in Abschnitt 7.4 besprochen.7.1 Das ExponentialmodellBeim Exponentialmodell wird f�ur die Verweildauerverteilung eine Expo-nentialverteilung unterstellt, also eine zeitkonstante Rater(t) = �Die Idee ist, da� diese Rate von den Werten von Kovariablen abh�angigsein kann. Da die Rate nur positive Werte annehmen kann, sollte eineLink-Funktion verwendet werden, die dies garantiert. Beim Standardmo-dellansatz wird als Link-Funktion eine Exponentialfunktion verwendet.Wenn X eine eindimensionale Kovariable ist, sieht das Modell dann soaus:r(t jX = x) = exp(�0 + x�1)Wenn es m Kovariablen (X1; : : : ; Xm) gibt, kann man folgende allgemei-ne Formulierung verwenden:r(t jX1 = x1; : : : ; Xm = xm) = exp(�0 + x1�1 + : : :+ xm�m)Aufgabe 7.1 Beweisen Sie folgende Formel f�ur den Mittelwert einer



48 ratenmodelle mit kovariablen 7Box 7.1 Datensatz 6ID T D X1 X2-----------------------1 17 1 8 12 5 0 5 03 22 1 9 14 13 1 7 05 2 0 5 06 9 1 6 17 12 0 5 18 15 1 7 1Exponentialverteilung mit dem Parameter �:1E(T ) = Z 10 tf(t) dt = Z 10 �t exp(��t) dt = 1�Aufgabe 7.2 Finden Sie eine Formel f�ur den Median einer Exponenti-alverteilung mit dem Parameter �.7.2 Parametersch�atzungenWir nehmen an, da� uns n Beobachungen(ti; di; xi1; : : : ; xim) f�ur i = 1; : : : ; ngegeben sind. ti ist der Wert der Verweildauer T , di gibt an, ob essich um eine zensierte (di = 0) oder unzensierte (di = 1) Beobach-tung handelt, und xi1; : : : ; xim sind die Werte der Kovariablen. ZurModellsch�atzung wird die ML-Methode verwendet. F�ur die Bildung derLikelihood-Funktion wird bei nicht-zensierten Beobachtungen die Dich-tefunktionf(ti jX1 = xi1; : : : ; Xm = xim)1Verwenden Sie folgende Regel f�ur partielle Integration:Z F (t)g(t) dt = F (t)G(t) � Z f(t)G(t) dtwobei f(t) = dF (t)=dt und g(t) = dG(t)=dt. Setzen Sie F (t) = �t, g(t) = exp(��t).
7.2 parametersch�atzungen 49und bei zensierten Beobachtungen die SurvivorfunktionG(ti jX1 = xi1; : : : ; Xm = xim)verwendet; sie sieht also folgenderma�en aus:L(�0; : : : ; �m) = nYi=1 f(ti jX1 = xi1; : : : ; Xm = xim)diG(ti jX1 = xi1; : : : ; Xm = xim)1�diWegen der Beziehung r(t) = f(t)=G(t) kann man diese Likelihood-Funktion auch folgenderma�en schreiben:L(�0; : : : ; �m) = nYi=1 r(ti jX1 = xi1; : : : ; Xm = xim)diG(ti jX1 = xi1; : : : ; Xm = xim)Wenn wir uns jetzt auf das in Abschnitt 7.1 besprochene Exponential-modell beziehen, �nden wir zun�achst:r(ti jX1 = xi1; : : : ; Xm = xim) = exp(�0 + xi1�1 + : : :+ xim�m)G(ti jX1 = xi1; : : : ; Xm = xim) =expf� exp(�0 + xi1�1 + : : :+ xim�m) tigDaraus �ndet man die Likelihood-FunktionL(�0; : : : ; �m) = nYi=1 exp(�0 + xi1�1 + : : :+ xim�m)diexpf� exp(�0 + xi1�1 + : : :+ xim�m) tigEinen einfacheren Ausdruck erh�alt man, wenn man zur Log-Likelihood-Funktion �ubergeht:`(�0; : : : ; �m) = nXi=1 di(�0 + xi1�1 + : : :+ xim�m)�exp(�0 + xi1�1 + : : :+ xim�m) tiIm allgemeinen, wenn das Modell Kovariablen enth�alt, kann man dasMaximum dieser Funktion nicht auf analytischem Wege �nden, sondernben�otigt ein iteratives Verfahren.2 Einfach geht es nur, wenn das Mo-dell keine Kovariablen enth�alt. Die Log-Likelihood-Funktion sieht dann2Das wird in einigen �Ubungen im Anhang besprochen.



50 ratenmodelle mit kovariablen 7folgenderma�en aus:`(�0) = nXi=1 di�0 � ti exp(�0)Daraus gewinnt man den Gradienten, also die erste Ableitung@`(�0)@�0 = nXi=1 di � ti exp(�0)Den ML-Sch�atzwert f�ur �0 �ndet man schlie�lich an der Nullstelle desGradienten, also durch^�0 = log�Pni=1 diPni=1 ti �Aufgabe 7.3 Bilden Sie die zweite Ableitung der Log-Likelihoodfunk-tion f�ur das einfache Exponentialmodell ohne Kovariablen und zeigenSie anhand dieser Ableitung, da� diese Funktion genau ein globales Ma-ximum hat.Aufgabe 7.4 Nehmen Sie f�ur die Daten in Box 7.1 ein Exponentialm-odell ohne Kovariablen an. Sch�atzen Sie daf�ur die zeitkonstante Rate undgewinnen Sie daraus einen Sch�atzwert f�ur die mittlere Verweildauer.7.3 Ein allgemeiner ModellansatzWie im vorangegangenen Kapitel besprochen worden ist, kann man zahl-reiche unterschiedliche Vorstellungen �uber den Ratenverlauf einer Episo-de bilden. Bei parametrischen Modellans�atzen geht man von einer Ver-weildauerverteilung aus, die im allgemeinen von einem ein- oder mehrdi-mensionalen Parameter � abh�angt. Rate, Dichtefunktion und Survivor-funktion k�onnen also allgemein folgenderma�en geschrieben werden:r(t j �); f(t j �); G(t j �)Kovariablen k�onnen in einen solchen Modellansatz eingebaut werden,indem man mittels einer Link-Funktion die Verteilungsparameter vonden Kovariablen abh�angig macht. Wenn also die Verteilung zum Beispielzwei Parameter hat, also � = (�; �), kann man sie von den Kovariablen
7.4 mehrere folgezust�ande 51auf folgende Weise abh�angig machen:� = g�(�0 + x1�1 + : : :+ xm�m)� = g�(�0 + x1�1 + : : :+ xm�m)Hierbei ist g� die Link-Funktion f�ur den Verteilungsparameter �, g�die Link-Funktion f�ur den Verteilungsparameter �. Zur Unterscheidungvon den Verteilungsparametern werden �0; : : : ; �m und �0; : : : ; �m alsModellparameter bezeichnet. Nat�urlich ist es m�oglich, die Verteilungs-parameter von unterschiedlichen Kovariablen abh�angig zu machen oderauch vollst�andig auf Kovariablen zu verzichten.Es sollte evident sein, wie sich dieser Ansatz f�ur Verteilungen, die nureinen oder mehr als zwei Verteilungsparameter enthalten, modi�zierenl�a�t. Zum Beispiel ist das in Abschnitt 7.1 behandelte Exponentialmodellein einfacher Spezialfall dieses allgemeinen Modellansatzes.Die Likelihood-Funktion kann dann in jedem Fall so formuliert wer-den, wie wir es f�ur das Exponentialmodell gezeigt haben.Aufgabe 7.5 Entwickeln Sie die Log-Likelihood-Funktion f�ur ein Wei-bull-Modell ohne Kovariablen.Aufgabe 7.6 Entwickeln Sie die Log-Likelihood-Funktion f�ur ein log-logistisches Modell ohne Kovariablen.7.4 Mehrere Folgezust�andeDer im vorangegangenen Abschnitt behandelte allgemeine Modellan-satz l�a�t sich leicht f�ur Episoden verallgemeinern, bei denen es mehrerem�ogliche Folgezust�ande gibt. Ausgangspunkt ist eine Verteilungsannah-me �uber die zielzustandsspezi�schen Raten, die wir allgemein folgender-ma�en schreiben k�onnen:rd(t j �d) f�ur d 2 ~DDaraus gewinnt man zun�achst die Gesamtrater(t j �) = Xd2 ~D rd(t j �d)wobei hier � f�ur die Gesamtheit der zustandsspezi�schen Verteilungspa-rameter �d steht. Die Gesamtrate liefert die SurvivorfunktionG(t j �) = exp�� Z t0 r(� j �) d��



52 ratenmodelle mit kovariablen 7oderG(t j �) = Yd2 ~DGd(t j �d)wobeiGd(t j �d) = exp�� Z t0 rd(� j �d) d��ist. Um schlie�lich die Likelihood-Funktion zu �nden, nehmen wir an,da� die Daten so gegeben sind, wie in Abschnitt 7.2 angegeben wordenist, nur da� jetzt di mehr als zwei m�ogliche Werte annehmen kann: Wenndi = 0 ist, handelt es sich um eine zensierte Beobachtung, wenn di > 0ist, handelt es sich um einen �Ubergang in den Folgezustand di. Also kannman die Likelihood-Funktion folgenderma�en schreiben:L(�) = nYi=1 G(ti j �) Yd2 ~D r(ti j �d)I(d=di)wobei die Indikatorfunktion I(d = di) den Wert 1 annimmt, wenn d = diist, andernfalls den Wert 0.Aufgabe 7.7 Entwickeln Sie zun�achst eine Likelihood-Funktion unddann eine Log-Likelihood-Funktion f�ur ein Exponentialmodell, bei demes drei verschiedene Folgezust�ande gibt.7.5 Pseudo-ResiduenIm Unterschied zu gew�ohnlichen Regressionsmodellen mit einer quantita-tiven abh�angigen Variablen gibt es bei der ML-Sch�atzung von Ratenmo-dellen keine einfache Methode, um zu beurteilen, wie gut ein Modell zuden Daten pa�t. Ein gewisses Hilfsmittel f�ur die Modelldiagnostik liefernjedoch sog. Pseudo-Residuen. Um die Idee zu verdeutlichen, beziehen wiruns auf eine Episode mit einem m�oglichen Folgezustand. Daten seien inder Form(ti; di; xi) f�ur i = 1; : : : ; ngegeben. Au�erdem wird angenommen, da� bereits ein Modell gesch�atztworden ist und die Sch�atzergebnisse durchr(t jx; ^�); f(t jx; ^�); G(t jx; ^�)

7.5 pseudo-residuen 53gegeben sind, wobei ^� die gesch�atzten Modellparameter bezeichnet. Die-ses Modell kann nun als Beschreibung eines zweistu�gen Zufallsgenera-tors betrachtet werden, der folgenderma�en aussieht:- -X Tx (t; x)xDer erste Zufallsgenerator liefert einen Wert x f�ur den Kovariablenvektorentsprechend der in den Daten gegebenen Verteilung von X . Der zweiteZufallsgenerator liefert eine Verweildauer t, wobei vom Modell f(t jx; ^�)ausgegangen wird, also konditional auf den im ersten Schritt realisiertenWert des Kovariablenvektors. Auf diese Weise kann eine beliebige Men-ge von Pseudo-Beobachtungen (t�j ; x�j ) erzeugt werden (j = 1; 2; 3; : : : ),so da� die Verteilung der x�j mit der durch die Daten gegebenen Ver-teilung von X und die konditionale Verteilung von t�j mit dem Modell�ubereinstimmt. F�ur jeden m�oglichen Wert x aus dem Merkmalsraum derKovariablen X kann man die auf diese Weise erzeugten Werte als Reali-sierungen einer Zufallsvariablen Tx ansehen, deren Verteilung durch dasModell, d.h. durch f(t jx; ^�) de�niert ist.Im n�achsten Schritt wird eine Transformation der ZufallsvariablenTx betrachtet, so da� die Abh�angigkeit vom jeweils realisierten Wert desKovariablenvektors verschwindet. Als Transformation wirdTx �! J(Tx) ; de�niert durch t �! J(t) = Z t0 r(� j x; ^�) d�verwendet, denn die Verteilung von J(Tx) ist dann eine Standard-Expo-nentialverteilung, d.h. eine Exponentialverteilung mit der konstantenRate 1. Man sieht das folgenderma�en, wobei ausgenutzt wird, da� essich um eine monotone Transformation handelt:P (J(Tx) > t) = P (Tx > J�1(t))� G(J�1(t) j x; ^�)= exp�� Z J�1(t)0 r(� j x; ^�) d�	= exp��J(J�1(t))	= exp(�t)Die Survivorfunktion f�ur die transformierte Zufallsvariable J(Tx) ist alsodie Survivorfunktion einer Standard-Exponentialverteilung und mithin



54 ratenmodelle mit kovariablen 7unabh�angig von x.3Diese Tatsache kann ausgenutzt werden, um zu pr�ufen, ob es plausibelerscheint, da� die als Stichprobe vorliegenden Daten aus dem durch dasModell beschriebenen Zufallsgenerator stammen k�onnten. Wenn dies derFall ist, m�u�te die Anwendung der oben beschriebenen Transformationauf die vorliegenden Daten zu einer Menge transformierter Gr�o�enei = J(ti)f�uhren, die n�aherungsweise einer Standard-Exponentialverteilung folgen.Die Gr�o�en ei werden als Pseudo-Residuen, gelegentlich auch als verall-gemeinerte Residuen, bezeichnet. Um zu pr�ufen, ob sie n�aherungsweiseeiner Standard-Exponentialverteilung folgen, kann ihre Survivorfunkti-on berechnet werden. Daf�ur sollte das Kaplan-Meier-Verfahren verwen-det werden, um ber�ucksichtigen zu k�onnen, da� einige Beobachtungenund mithin die ihnen korrespondierenden Residuen rechts zensiert seink�onnen. Wenn Gr(t) die auf diese Weise berechnete Survivorfunktionbezeichnet, kann man schlie�lich die Abbildungt �! � log fGr(t)gbetrachten. Wenn die Residuen n�aherungsweise einer Standard-Expo-nentialverteilung folgen, sollte diese Abbildung n�aherungsweise einer 45�-Linie entsprechen.Aufgabe 7.8 Entwickeln Sie eine Formel zur Berechnung von Pseudo-Residuen f�ur ein Exponentialmodell mit Kovariablen.Aufgabe 7.9 Berechnen Sie die Pseudo-Residuen f�ur das in Aufgabe7.4 gesch�atzte Exponentialmodell ohne Kovariablen.

3Es sei angemerkt, da� die Verteilung von Tx durch G(� jx; �), nicht durch durchG(� jx; ^�), de�niert ist. Das Verfahren beruht jedoch darauf, da� � durch die mit denDaten gesch�atzten Parameterwerte ersetzt wird.

Kapitel 8Zeitver�anderliche KovariablenIm vorangegangenen Kapitel wurde diskutiert, wie Ratenmodelle mitzeitunabh�angigen Kovariablen formuliert und gesch�atzt werden k�onnen.F�ur viele Anwendungen ist es jedoch erforderlich, auch Kovariablen zuber�ucksichtigen, die ihre Werte w�ahrend einer laufenden Episode ver-�andern k�onnen. Man m�ochte dann heraus�nden, wie die Rate f�ur den�Ubergang in einen neuen Folgezustand von den jeweils aktuellen, sichw�ahrend des Episodenverlaufs ver�andernden Kovariablenwerten bedingtwird. In diesem Kapitel wird besprochen, wie daf�ur geeignete Ratenmo-delle formuliert werden k�onnen.8.1 Konditionale SurvivorfunktionenAls Ausgangspunkt erinnern wir an unsere Basisformel f�ur den Zusam-menhang zwischen Rate und Survivorfunktion, n�amlichG(t) = exp�� Z t0 r(�) d��Eine konditionale Survivorfunktion wird dementsprechend durchG(t j s) = exp�� Z ts r(�) d��de�niert. O�enbar gilt:G(t) = G(t j s)G(s)Dies l�a�t sich beliebig wiederholen. Wir k�onnen zum Beispiel die Zeit-spanne von 0 bis t in k beliebige Subintervalle aufteilen:0 = t0 < t1 < � � � < tk�1 < tk = tDann �nden wirG(t) = kYj=1 G(tj j tj�1)



56 zeitver�anderliche kovariablen 88.2 Reformulierte LikelihoodfunktionErinnern wir uns jetzt an die Likelihoodfunktionen zur Sch�atzung vonRatenmodellen. Bei einer Episode mit einem m�oglichen Folgezustand istdie allgemeine Formulierung:L(�) = nYi=1 r(ti j �)di G(ti j �)F�ur jedes Individuum i kann man jetzt die Verweildauer ti in beliebigviele Subintervalle aufteilen, etwa0 = ti0 < ti1 < � � � < ti;ki�1 < tiki = tiDann kann man die Likelihoodfunktion folgenderma�en reformulieren:L(�) = nYi=1 r(ti j �)di kiYj=1 G(tij j ti;j�1; �)Wichtig ist, da� sich durch diese Reformulierung tats�achlich nur die �au�e-re Form der Likelihoodfunktion ver�andert, nicht jedoch der funktionaleZusammenhang zwischen Modellparametern und Werten der Likelihood-funktion. Zur Modellsch�atzung kann man deshalb ebensogut die refor-mulierte Likelihoodfunktion verwenden.Aufgabe 8.1 Entwickeln Sie eine reformulierte Likelihoodfunktion zurSch�atzung eines einfachen Exponentialmodells ohne Kovariablen. Zei-gen Sie, da� man mit der reformulierten Likelihoodfunktion die gleichenSch�atzwerte erh�alt wie mit der uspr�unglichen Likelihoodfunktion.8.3 Zeitver�anderliche IndikatorvariablenJetzt nehmen wir an, da� die Daten zeitver�anderliche Kovariablen ent-halten und in folgender Form gegeben sind:(ti; di; xi; zi1(t); : : : ; zim(t)) f�ur i = 1; : : : ; nxi ist wie bisher ein Vektor mit zeitunabh�angigen Kovariablen, derenWerte also sp�atestens zu Beginn der Episode feststehen. Die Variablenzij(t) sind dagegen zeitver�anderlich. Und zwar nehmen wir an, da� essich um zeitver�anderliche 0-1-Variablen handelt, das hei�t: bis zu einem
8.4 episodensplitting 57Box 8.1 Datensatz 7: EpisodensplittingID ORG DES TS TF ID SPN ORG DES TS TF-------------------- -------------------------1 0 1 0 10 1 1 0 0 0 32 0 0 0 12 1 2 0 0 3 61 3 0 1 6 102 1 0 0 0 52 2 0 0 5 92 3 0 0 9 112 4 0 0 11 12gewissen Zeitpunkt haben sie den Wert 0, dann den Wert 1. Es sei tij derZeitpunkt, bei dem die Variable zij(t) ihren Wert von 0 auf 1 wechselt.Wir k�onnen dann die Gesamtheit der Zeitpunkte innerhalb der Episoden[0; ti] betrachten, zu denen mindestens eine der zeitver�anderlichen Kova-riablen ihren Wert ver�andert.1 Wir stellen uns vor, da� diese Zeitpunktefolgenderma�en der Gr�o�e nach geordnet sind:0 = �i0 < �i1 < � � � < �i;ki�1 < �iki = tiDann kann man die Likelihood unter Ber�ucksichtigung der zeitunabh�an-gigen und der zeitver�anderlichen Kovariablen folgenderma�en schreiben:L(�) = nYi=1 r(ti j zi; xi1(ti); : : : ; xim(ti); �)dikiYj=1 G(�ij j �i;j�1; zi; xi1(�i;j�1); : : : ; xim(�i;j�1); �)O�enbar ber�ucksichtigt man dadurch f�ur jedes Teilst�uck des Episoden-verlaufs die daf�ur gegebenen aktuellen Werte der Kovariablen.8.4 EpisodensplittingDie praktische Umsetzung der eben beschriebenen Idee zur Ber�ucksichti-gung zeitver�anderlicher Kovariablen geschieht mit der Methode des Epi-sodensplitting. Wir erkl�aren die Methode zun�achst an einem Datensatz1Es ist klar, da� zeitver�anderliche Kovariablen, die ihre Werte w�ahrend des Epi-sodenverlaufs nicht ver�andern, wie zeitunabh�angige Kovariablen behandelt werdenk�onnen.



58 zeitver�anderliche kovariablen 8Box 8.2 Datensatz 8: EpisodensplittingID ORG DES TS TF X ID SPN ORG DES TS TF D----------------------- -----------------------------1 0 1 0 10 7 1 1 0 0 0 7 02 0 1 0 8 -1 1 2 0 1 7 10 13 0 1 0 5 8 2 1 0 1 0 0 14 0 0 0 12 9 3 1 0 1 0 5 04 1 0 0 0 9 04 2 0 0 9 12 1ohne Ber�ucksichtigung von Kovariablen. Box 8.1 zeigt den Datensatz 7,zun�achst in ungesplitteter Form auf der linken Seite. Es gibt zwei Episo-den. Die Episode f�ur das erste Individuum endet mit einem Ereignis, dief�ur das zweite Individuum ist rechts zensiert. Die rechte Seite zeigt, wiedie Episoden gesplittet worden sind; in diesem Beispiel ganz willk�urlich,die erste Episode in drei, die zweite in vier Splits.Box 8.2 zeigt ein zweites Beispiel mit einer zeitver�anderlichen Va-riablen (X); diese Variable enth�alt zun�achst den Zeitpunkt, zu dem diekorrespondierende 0-1-Variable (D) ihren Wert von 0 auf 1 ver�andert.Die rechte Seite der Box zeigt dann den gesplitteten Datensatz.
Appendix AExercises with TDAThe following exercises are intended to supplement the more theoreticaldiscussion in the previous chapters with some computer exercises. Weassume that participants have access to the computer program TDA(Transition Data Analysis). This program is in the public domain andcan be obtained from our home page, www.stat.ruhr-uni-bochum.de.Exercise A.1 Assuming that you have access to a computer, beginwith creating an environment for work on the exercises.a) Create your private working directory. (Always work only in thisprivate directory!)b) Try to execute TDA. Simply type tda. The program should show upwith a short message.c) Invoke TDA in interactive mode. Simply typetda iThe program should show up with a command line, beginning witha colon, that allows you to enter commands. Try simple commandslike `time' or `mpr(3+4)'. Don't forget that each command must be�nished by a semicolon.d) Try the `help;' command.e) Leave the program with `quit;' or `exit;'.Exercise A.2 Most often we shall use TDA in batch mode. This meansthat one �rst creates a command �le containing the commands to beexecuted by the program and then calls the program to execute thecommands in the command �le.a) Become familiar with one of the editors that you can �nd on yourcomputer.b) Create a command �le, say my.cf, containing some commands to beexecuted by TDA.



60 exercises with tdaBox A.1 Data �le eha1.datID DUR CEN--------------1 17 12 5 03 22 14 13 15 2 06 9 17 12 08 15 1c) Invoke TDA to execute the commands in the following way:tda cf=my.cfThe program should then show the results on the screen.d) You can save the results into an output �le by invoking the programin the following way:tda cf=my.cf > outTry this and investigate the contents of out.Exercise A.3 Create a data �le that contains the data shown in BoxA.1. Then create a TDA command �le that performs the following tasks.a) Create an internal data matrix, using the nvar command.b) Create a frequency distribution of the censoring variable, CEN, usingthe freq command.1c) Calculate the mean value of uncensored durations, using �rst thetsel command to select uncensored cases and then the dstat com-mand for descriptive statistics.Solution: eha1.cfExercise A.4 Create a data �le that contains the data shown in BoxA.2. Then create a TDA command �le that performs the following tasks.1Remember the convention: CEN=0 if the observation is censored, CEN=1 if the ob-servation is not censored.

exercises with tda 61Box A.2 Data �le eha2.datID X---------1 172 -53 224 135 -26 97 -128 15a) Create an internal data matrix, using the nvar command.b) Create new variables, DUR and CEN, where DUR is the absolute valueof X and CEN=1 if X is positive and CEN=0 if X is negative.2c) Create a new data �le that contains TDA's internal data matrix,using the pdata command.d) Create another new data �le that contains only the variables ID,DUR, and CEN, using the pdata command and, in addition, the keepparameter. This output �le should be identical with eha1.dat asshown in Box A.1.Solution: eha2.cfExercise A.5 Use TDA's edef command to create an episode datastructure based on data �le eha1.dat (Box A.1). Try two di�erent waysto do this.a) Origin state is 0, destination state is 1.a) Origin state is 3, destination state is 9.Solution: eha3.cfExercise A.6 Having de�ned an episode data structure with the edefcommand, one can use the epdat command to write the episode datainto an output �le. In addition, one can request a TDA command �le2This can be done by de�ning new variables inside the �rst nvar command, or byusing a new nvar command.



62 exercises with tdathat describes the data in the output �le and can be used to create anew internal data matrix.a) Try the epdat command with the episode data structure created inthe previous exercise.b) Use the command �le created by the epdat command to read theoutput �le into a new internal data matrix.Solution: eha27.cfExercise A.7 Use the data shown in Box A.1 and calculate the Kaplan-Meier survivor function for the variable DUR.a) Do this with paper and pencil.b) Do this with TDA's ple command.Solution: eha4.cfCheck whether you get the same result.Exercise A.8 Consider the output �le that you got from the ple com-mand in the previous exercise.a) Calculate an estimate of the median of the distribution by usinglinear interpolation of the survivor function values. You should getthe same result as written at the end of the �le (14.2, in this example).b) Will it always be possible to estimate the median of the distribution?c) Use the qo and qt parameters that are o�ered by the ple commandto create a table with quantiles.3Solution: eha5.cf3Both, qo and qt, are optional parameters for the ple command, but only one ofthese parameters can be used in each ple command. qt must be given with a sequenceof time points,qt = t1; t2; t3; : : :and then provides the corresponding values of the estimated survivor function. qomust be given with a descending sequence of values between 1 and 0 and then providesthe corresponding quantiles.

exercises with tda 63Exercise A.9 Use the output �le from the ple command in exerciseA.7 to create a plot of the survivor function. The steps are:a) Use the nvar command to create an internal data matrix that con-tains variables for t and ^G(t), as found in the output �le from theple command.b) Use the xplot command to create a PostScript �le. For example, ifthe variables are called T and G, usexplot = T,G;to create a scatter plot, orxplot(opt=2) = T,G;to create a line plot.c) Use the xshow command to see the plot on the screen.See eha6.cf for an example. Also try to use this in interactive mode.Exercise A.10 The xplot command is mainly intended for interactiveuse. In order to use all commands that TDA o�ers to create PostScriptplots one should work in batch mode. While we do not intend here todiscuss the creation of PostScript plots systematically, you may �nd anexample in the command �le eha7.cf.Exercise A.11 Create a macro (see help macro) that can be used toplot a survivor function that has been estimated with the ple command.See the �le macro1.cf for an example. Assume that you have used theple command to create an output �le, say ple1.out (see exercise A.7).You may then use the macro in interactive mode, or simply by callingTDA in the following way:tda cf=macro1.cf Plotple=ple1.outNotice that a macro must �rst be loaded before it can be used.Exercise A.12 The Kaplan-Meier procedure does not directly provideestimates of the rate. An estimate of the rate can be recovered, however,by di�erentiating a smoothed version of the estimated survivor function.Use paper and pencil to become familiar with this idea.



64 exercises with tdaBox A.3 Data �le eha3.datID DUR CEN--------------1 17 12 5 03 22 24 13 15 2 06 9 27 12 08 15 19 13 210 8 211 11 112 8 1a) Use the results from exercise A.7 and plot a smoothed version of thesurvivor function, say ^Gs(t).b) Graphically di�erentiate � ^Gs(t) to get an estimate of the densityfunction, say ^fs(t).c) Plot ^fs(t)= ^Gs(t) to get an idea about the rate function.Exercise A.13 Calculate lower and upper bounds for the Kaplan-Meierestimate of the survivor function (exercise A.7).a) Calculate a lower bound by assuming that censored observations endwith the observed censored duration.b) Calculate an upper bound by assuming that all censored observationsend at the longest observed duration.c) Create a plot that shows the Kaplan-Meier estimate of the survivorfunction and its bounds.Solution: eha10.cfExercise A.14 Box A.3 shows a data �le where episodes may end inone of two di�erent destination states, 1 and 2.a) Create a data �le, eha3.dat, that contains these data.

exercises with tda 65b) Create a command �le to set up a corresponding episode data struc-ture. Use the nvar command to create an internal data matrix, thenuse the edef command to create an episode data structure with twodestination states.c) Create another episode data structure that recognizes only a singledestination state (1 or 2).Solution: eha8.cfExercise A.15 Use the episode data structures created in the previousexercise.a) Based on the �rst episode data structure that distinguishes two dif-ferent destination states, use the ple command to estimate corre-sponding sub-survivor functions.b) Based on the second episode data structure that combines both des-tination states into a single one, use the ple command to estimate astandard survivor functions.c) Check that the relationship is not additive, but multiplicative:^G(t) � ^G1(t) ^G2(t)Solution: eha9.cfExercise A.16 Consider the data in Box A.1. Assume that you canonly observe events if they occur at time point 10 or later, resulting inso-called left truncated data.a) Set up a command �le that uses only those cases from eha1.datwhere DUR is at least 10.b) Set up an episode data structure for left truncated data by explicitlyproviding a positive value (10, in this example) for the starting time.c) Use the ple command to get a Kaplan-Meier estimate of the survivorfunction for the left truncated data.d) Compare the result with the survivor function that was estimatedfrom the complete data set. Verify that you have estimatedP(T > t jT � 10) = P(T > t)=P(T � 10)



66 exercises with tdaSolution: eha11.cfExercise A.17 Create a table that contains three columns:a) Values of a time variable, t = 0 (0:1) 5.b) Corresponding values of the survivor function of an exponential dis-tribution with � = 2.c) Corresponding values of the density function.Solution: eha12.cfExercise A.18 Create a plot for the survivor function of an exponentialdistribution with � = 2, in the range 0 � t � 4.Solution: eha13.cf. To see the plot, use TDA in interactive mode. First,use xopen = plot4.ps;to make plot4.ps (or whatever the name of your PostScript �le) thecurrently active plot �le. Then use xshow to see the plot. Alternatively,you can call TDA astda xopen=plot4.ps xshowExercise A.19 Consider �tting an exponential distribution to the datashown in Box A.1. The maximum likelihood estimate of the parameter,say �, is given by^�ML = NuTw (A.0.1)whereNu is the number of uncensored observations and Tw is the summedduration of all observations. Calculate ^�ML for the data in Box A.1.Exercise A.20 Use TDA's rate command to �t an exponential distri-bution to the data in Box A.1. The command is rate=2 to estimate amodel without covariates. The model is then parameterized as� = exp(�)

exercises with tda 67where � is the parameter of an exponential distribution. The commandprovides an ML estimate for the model parameter, �. Check whetheryou get the same result as you have found in the previous exercise.Solution: eha14.cfExercise A.21 Derive the likelihood for �tting an exponential distri-bution to censored data. The parameterization should be� = exp(�)where � refers to the parameter of the exponential distribution and �is the parameter to be estimated. If DUR denotes the duration and CENthe censoring indicator, the contribution of the ith observation to thelog-likelihood should then be derivable asCEN(i)��DUR(i) exp(�)Use TDA's fml command to maximize the log-likelihood function (i.e.,the sum over all individual contributions to the log-likelihood) and �ndan estimate of �. Compare the result with the estimate found in exerciseA.20.Solution: eha36.cfExercise A.22 When �tting transition rate models to single episodedata, TDA's rate command uses the likelihoodL(�) =Yi2E f(ti; �) Yi2ZG(ti j si; �) (A.0.2)where E and Z denote, respectively, the index sets for the uncensoredand censored observations; ti is the ending time and si is the startingtime in the ith observation. G(t js; �) denotes the conditional survivorfunction, de�ned byG(t j s; �) = G(t; �)G(s; �)a) Consider the corresponding likelihood function for the exponentialmodel and derive that parameter estimates will not change whenone adds a constant value to all starting and ending times.



68 exercises with tdaBox A.4 Data �le eha8.datID TS TF CEN-------------------1 0 10 01 10 17 12 0 3 02 3 5 03 0 11 03 11 22 14 0 12 04 12 13 15 0 1 05 1 2 06 0 6 06 6 9 17 0 8 07 8 12 08 0 10 08 10 15 1b) Check whether TDA does this correctly by adding a constant value,say 10, to the starting and ending times of the durations in Box A.1.This can be done by modifying the command �le eha14.cf discussedin exercise A.20.Solution: eha30.cfExercise A.23 The fact that TDA uses the likelihood function (A.0.2)allows to apply the so-called method of episode splitting . Assume thatan observation has starting time si and ending time ti. Its contribu-tion to the likelihood should therefore be G(ti j si; �).4 Now, the samecontribution can also be given byG(ti j si; �) = G(ti j �i; �)G(�i j si; �)where �i is some time point that splits the period from si to ti into twoparts (si < �i < ti). For example, consider the data in Box A.4. Thesedata have been derived from the data in Box A.1 by arbitrarily splittingeach duration into two parts. Of course, the �rst part does not end inan event and should always be treated as a censored (sub-) episode.a) Set up an episode data structure for the data shown in Box A.4 andestimate an exponential model.4And, if the observation is not censored, also f(ti; �).

exercises with tda 69Box A.5 Data �le eha9.datID DUR CEN S-------------------1 17 1 102 5 0 33 22 1 114 13 1 125 2 0 16 9 1 67 12 0 88 15 1 10b) Check whether estimation results are identical with those from exer-cise A.20.Solution: eha31.cfExercise A.24 Episode splitting can be performed with the edef com-mand. One only needs to supply variables containing the time points forsplitting. To illustrate this option, consider the data in Box A.5. Thedata are identical to those in Box A.1, we only added a further column(S) containing time points for splitting the episodes.a) Set up a command �le that reads data �le edat9.dat (Box A.5).b) Use the edef command to create an episode data structure and thesplit=S parameter to request episode splitting at the time pointsgiven by variable S.c) Use the epdat command to create a new output �le containing thesplitted episodes. Check that the resulting output �le contains thesame information as the data in Box A.4.Solution: eha32.cfExercise A.25 Also TDA's Kaplan-Meier procedure uses conditionalsurvivor functions. (See the description of the ple command in the man-ual.) One can therefore apply the ple command to episode data thathave been splitted and should get the same result as if the episodes werenot split. Check this with the data �le created in the previous exercise.Assume that the command �le eha32.cf contains the commandepdat(dtda=t) = eha9a.dat



70 exercises with tdaYou can then make the �le t to become the starting point for a newcommand �le, say eha33.cf, that reads the data �le eha9a.dat, createsan episode data structure with the edef command, and then requests aKaplan-Meier estimate of the survivor function with the ple command.The resulting survivor function should be identical with the estimateproduced in exercise A.7.Solution: eha33.cfExercise A.26 The technique of episode splitting is mainly used toprovide a simple way of incorporating time-varying covariates. It there-fore su�ces to split episodes at time points where a covariate changes itsvalue. Since episode splitting does not change the information containedin a set of episode data it is possible, however, to split episodes at eachpossible time point. This is sometimes done when the data are de�nedon a discrete time axis. It would then be possible to apply, for example,standard procedures for estimating logit and probit models.a) Set up a command �le that splits the episodes in Box A.1 at allintegral time points and write the data into a new output �le, sayeha1a.dat.Solution: eha34.cfb) Set up a command �le that uses eha1a.dat to estimate a simplelogit model for the event that occurs when an episode ends. (Thecommand is qreg.) If the state space is f0; 1g, where Y = 1 denotesthe destination state, the model would beP(Y = 1) = exp(�)1 + exp(�)Solution: eha35.cfc) Calculate the estimated probability for the occurrence of an eventand derive a comparable estimate from �tting an exponential tran-sition rate model. Compare both estimates.Exercise A.27 Derive the log-likelihood function for the simple logitmodel without covariates that was used in the previous exercise. Thenuse the fml command to estimate the parameter, �. Compare with theparameter estimate that you got in the previous exercise.Solution: eha37.cf

exercises with tda 71Exercise A.28 Let F (t) denote a distribution function. Then, if r is arandom variable that is equally distributed in [ 0; 1 ], F�1(r) is a randomvariable with a distribution described by F .a) Use this idea to derive a formula that can be used to create expo-nentially distributed random numbers.b) Use TDA's operator for equally distributed random numbers (rd) andthe formula derived under (a) to create 100 exponentially distributedrandom numbers (� = 2).5c) Fit an exponential distribution and check the estimated value of �.Solution: eha15.cfExercise A.29 Continue with the previous exercise and introduce somecensored observations. One possibility is as follows: Let ti denote the orig-inal uncensored duration for case i. Then, for each case i, draw anotherrandom number, say ri, equally distributed in [ 0; 1 ], and assume thatcase i is censored at duration 0.5 if ri � 0:5 and ti � 0:5.Solution: eha16.cfExercise A.30 Create data for n = 100 cases. De�ne a dummy vari-able, say GRP, that takes the value 1 for the �rst 50 cases and value 0 forthe remaining 50 cases. For each case create an exponentially distributedduration, � = 2 if GRP = 1 and � = 3 if GRP = 0.a) Estimate an exponential model that contains GRP as a covariate.Check whether you can recover estimates of the parameters thathave been used for data generation from the results of the modelestimation.Solution: eha17.cfb) Estimate an exponential model for each group separately and com-pare the parameter estimates with the estimates you got in (a).Solution: eha18.cf5Use the nvar command. The number of cases can then be �xed with the parameternoc=100.



72 exercises with tdaBox A.6 Data �le eha4.datID T1 T2 T3 CEN-------------------1 50 66 73 12 56 71 81 03 45 63 88 14 70 87 97 15 72 90 -1 06 58 75 80 17 60 77 82 18 65 82 -1 0Exercise A.31 Having �tted an exponential distribution to a set of du-rations, one can use a simple graphical method to check goodness-of-�t.The method uses the survivor function of the exponential distribution,G(t) = exp(��t)The graphical check uses the transformation� log(G(t)) = �tOne �rst estimates the survivor function non-parametrically, e.g., withthe Kaplan-Meier procedure, resulting in an estimate ^G(t), and thenplots � log( ^G(t) against t. If the exponential distribution �ts the dataone should get, approximately, a straight line through the origin.a) Apply this check to the data created in exercise A.28.Solution: eha28.cfb) Apply this check to the data in Box A.1.Solution: eha29.cfIn both examples, add a straight line representing the �tted exponentialdistribution. For the �rst example, use � = 2; for the second exampleuse � = 0:0526 as resulting from exercise A.20.Exercise A.32 Consider the data shown in Box A.6. Each case is de-scribed by two, or three, dates, given in calendar time. (You may assumethat T1 records birth date, T2 records end of schooling, and T3 records�rst marriage.) T2 is censored if T3 is missing, T3 is censored if CEN = 0.T1 is always observed.

exercises with tda 73Box A.7 Data �le and required output �leData file: eha5.datI T X-----------1 3 12 4 23 2 7Required output file: eha6.datI T X Cnt---------------1 3 1 11 3 1 21 3 1 32 4 2 12 4 2 22 4 2 32 4 2 43 2 7 13 2 7 2a) Create a data �le that contains, for each case, information about its�rst episode, recorded in process time.b) Create a data �le that contains, for each case that has a secondepisode, information about its second episode, recorded in processtime.Solution: eha19.cfExercise A.33 Modify the command �le that you have created in theprevious exercise in order to set up an episode data structure, both for�rst and second episodes.Solution: eha20.cfExercise A.34 The next step is to create multi-episode data. This canbe done with TDA's matrix and loop commands. To learn some of theseoptions, consider the data �le, eha5.dat, shown in Box A.7.6 There is an6This example is taken from the paper Using TDA Matrix Commands and Loopsfor Data Generation and Selection. The paper is available in the contrib directory of



74 exercises with tdaBox A.8 Command �le eha21.cfnvar(dfile = eha5.dat,I = c1,T = c2,X = c3,);mfmt = 2.0;repeat(n = noc,Case);repeat(n = T(Case,1),TCnt);mcath(I(Case,1),T(Case,1),X(Case,1),TCnt,Tmp);mpra(Tmp) = eha6.dat;endrepeat;endrepeat;ID variable (I), a variable that counts time periods (T), and some furthercovariate (X). The �le contains a single record for each ID number. Nowassume that you want a new data �le that contains, for each ID numberi, T(i) records, as shown in the lower part of Box A.7. This can be donewith the command �le eha21.cf shown in Box A.8.a) The nvar commands reads the input data �le, eha5.dat, and createsthe three variables, I, T, and X.b) The mfmt command speci�es a print format for the mpra commandwhich is used later in the command �le.c) Then follows a repeat command that repeats the following com-mands, until the matching endrepeat, a number of times as de�nedby the n parameter. In this case, n = noc, that is, the number ofcases in the data matrix. In addition, the command creates a (1; 1)matrix Case that gets the value Case = 1; : : : ; n while being in therepeat loop.d) Then follows a second repeat command where the repeat variable,TCnt, now runs in the range 1; : : : ; T(Case,1). The latter expressionrefers to the value of variable T in the current data matrix row asgiven by Case.e) The inner repeat loop contains two commands. The �rst one, mcaththe TDA homepage. We recommend that you also study the other examples discussedin that paper.

exercises with tda 75Box A.9 Data �le eha7.datID NS SN TS TF CEN-------------------1 2 1 50 66 11 2 2 66 73 12 2 1 56 71 12 2 2 71 81 03 2 1 45 63 13 2 2 63 88 14 2 1 70 87 14 2 2 87 97 15 1 1 72 90 06 2 1 58 75 16 2 2 75 80 17 2 1 60 77 17 2 2 77 82 18 1 1 65 82 0(= horizontal concatenation), creates a row vector, Tmp, that consistsof the current values of the three variables and, in addition, thecurrent value of TCnt.f) The second command in the inner loop, mpra, appends the row vectorTmp to the output �le eha6.dat.The �nal result is the output �le eha6.dat as shown in the lower part ofBox A.7. Note that when running the command �le, the matrix and loopcommands will not, by default, give any echo in the standard output.Such an echo might be helpful when debugging a command �le and canbe requested with the silent=-1 command.Exercise A.35 Now try to transform the data �le eha4.dat (Box A.6)into a multi-episode data �le that should look similar to the �le eha7.datshown in Box A.9.Solution: eha22.cfExercise A.36 Use the data �le eha7.dat, created in the previous ex-ercise, and the edef command, to set up a multi-episode data structure.This should be done on a process time axis where the �rst episode foreach individual begins at time 0.Solution: eha23.cf



76 exercises with tdaExercise A.37 Continue with the previous exercise and consider, foreach time point on the process time axis, the cross-sectional distribu-tion of cases in the state space, f0; 1; 2g, in this example. This will becalled a state distribution. Use the epsdat command to calculate a statedistribution for the time points t = 0; 1; 2; : : : ; 50.Solution: eha24.cfExercise A.38 Continue with the multi-episode data created in exer-cise A.36.a) Estimate an exponential model without covariates simultaneously for�rst and second episodes.b) Estimate separate exponential models for �rst and second episodes.c) Derive from the likelihoods of the models that one should get iden-tical parameter estimates.Solution: eha25.cfExercise A.39 Transform the multi-episode data created in exerciseA.36 into sequence data, on a process time axis that runs from 0 to 50.Use the seqpe command.Solution: eha26.cfExercise A.40 Consider the Weibull distribution. Create a command�le that plots the survivor function of the Weibull distribution,Ga;b(t) = exp(�(at)b) (A.0.3)for parameter values a = 1 and b = 2, in the range 0 � t � 2. Use theplotf command.Solution: eha38.cfExercise A.41 Continue with the Weibull distribution.a) Derive a formula for the inverse survivor function,t = exp( log �� log(G(t))=ab�b ) (A.0.4)

exercises with tda 77b) Use this formula to create 100 random durations which are dis-tributed according to a Weibull distribution with a = 1, b = 2.Solution: eha39.cfExercise A.42 Use the random data created in the previous exercise.a) Use the ple command to �nd a Kaplan-Meier estimate of the survivorfunction.Solution: eha40.cfb) Use the macro created in exercise A.11 to see a plot of the estimatedsurvivor function. Assuming that you have written the estimatedsurvivor function into an output �le, wei.ple, you may usetda cf=macro1.cf Plotple=wei.plec) Create a plot that shows, simultaneously, the theoretical and theestimated survivor function.Solution: eha41.cfExercise A.43 Use TDA's rate command to estimate a Weibull modelfor the data created in exercise A.41. The model number is rate=7.Notice that TDA's Weibull model uses the parameterizationa = exp(�) b = exp(�)Calculate the estimated values for a and b and compare with the valuesthat were used for data generation.Solution: eha42.cfExercise A.44 Consider the Weibull model parameterized with a =exp(�) and b = exp(�).a) Derive the log-likelihood for ML estimation of � and �.b) Use the fml command to estimate � and � with the data created inexercise A.41.Solution: eha43.cf



78 exercises with tdaExercise A.45 Remember the graphical method to check goodness-of-�t of an exponential distribution that was discussed in exercise A.31.Think of a similar method for the Weibull distribution.a) Derive the formulalog(� log(G(t))) = b log(a) + b log(t)from the survivor function of the Weibull distribution.b) Use the Kaplan-Meier estimate of the survivor function that wascreated in exercise A.42 to plotlog(� log(G(t))) vs. log(t)If the Weibull model �ts the data (what should be the case in thisexample), the plot should exhibit a straight line.Solution: eha44.cfc) Use the plot to graphically determine estimates of a and b and com-pare with the values that were used to create the data.Exercise A.46 Continue with the Weibull distribution.a) Derive a general formula for the median of the Weibull distributionin terms of the parameters, a and b.b) Calculate the median of a Weibull distribution with a = 1 and b = 2.c) Compare with the Kaplan-Meier estimate of the median that wascalculated in exercise A.42.Exercise A.47 We now discuss some di�culties that occur when onetries to �t a Weibull model to the data in Box A.1.a) Try to estimate a Weibull model with TDA's rate command. (Usea suitably modi�ed version of command �le eha14.cf that was usedin exercise A.20.) You will �nd that TDA is not able to estimate aWeibull model with these data when beginning with default startingvalues.

exercises with tda 79b) Fix the value for the b parameter to estimate an exponential modelas a special case of the Weibull model (see exercise A.40). Since inthe TDA parameterization we have b = exp(�), use the constraintcon = b2 = 0,You should then get the same estimate for � as was found in exerciseA.20.Solution: eha45.cfc) Now try to �x � at some other value, say � = 1:5, and check whetheryou get a better �t. Use the value of the log-likelihood as a criterion.Also write the estimated parameter values into an output �le, saysv, using the ppar parameter for the rate command.Solution: eha46.cfd) Now use these parameter values as starting values to �t an unre-stricted Weibull model.Solution: eha47.cfe) Use a graphical method to check whether the �nally estimatedWeibullmodel �ts the data in Box A.1.Exercise A.48 We now discuss some options provided by TDA's ratecommand.a) Add the parameterprate (tab=0(1)20) = rate.dat,to the command �le eha47.cf that was used in the previous exercise.You will get an output �le, rate.dat, containing the estimated rate,survivor and density functions for the time points t = 0; 1; : : : ; 20.b) Add also the parameterpres = res.dat,You will get an output �le, res.dat, containing the so-called gener-alized residuals . For information about the contents of this �le, seeSection 6.17.1.6 of the TDA manual.Solution: eha48.cf



80 exercises with tdac) Use the generalized residuals to check whether the model �ts thedata.Exercise A.49 We now have �nished with a selection of most basicexercises. It remains to apply what we have learnt to more complexdata sets that also provide an opportunity to include covariates. Forthis task we continue with an example data set, rrdat.1, that providesobservations of job histories for 201 individuals.7 The variables containedin this data set are shown in Box A.10.a) Begin with investigating the �rst records of the data �le shown inBox A.11.b) Set up a command �le that reads the data into an internal datamatrix.c) Use the edef command to create di�erent versions of single andmulti-episode data structures.d) Find survivor functions with the ple command.e) Estimate transition rate models with the rate command.

7This data set has been used by Blossfeld and Rohwer (1995) and is also used in theTDA manual, Section 3.3.3.

exercises with tda 81Box A.10 Variables in data �le rrdat.1Variable Column Description-----------------------------------------------------ID C1 ID of individualNOJ C2 Serial number of the jobTS C3 Starting time of the jobTF C4 Ending time of the jobSEX C5 Sex (1 men, 2 women)TI C6 Date of interviewTB C7 Date of birthTE C8 Date of entry into the labor marketTM C9 Date of marriage (0 if no marriage)PRES C10 Prestige score of job iPRES1 C11 Prestige score of job i + 1EDU C12 Highest educational attainmentBox A.11 First records of data �le rrdat.1ID NOJ TS TF SEX TI TB TE TM PRES PRES1 EDU--------------------------------------------------------1 1 555 982 1 982 351 555 679 34 -1 172 1 593 638 2 982 357 593 762 22 46 102 2 639 672 2 982 357 593 762 46 46 102 3 673 892 2 982 357 593 762 46 -1 103 1 688 699 2 982 473 688 870 41 41 113 2 700 729 2 982 473 688 870 41 44 113 3 730 741 2 982 473 688 870 44 44 113 4 742 816 2 982 473 688 870 44 44 113 5 817 828 2 982 473 688 870 44 -1 11
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